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Introduction

Ce cours est consacré aux bases de communications numériques. Pour les lecteurs qui souhaitent
approfondir leurs connaissances, nous recommandons le livre de Proakis [24] qui est le livre de
référence dans le domaine. Nous ne traiterons que quelques points fondamentaux de la théorie
de l'information, du codage de source et du codage de canal. Pour un traitement plus profond
du sujet, nous recommandons la lecture des ouvrages de Battail en frangais [1], de Gallager [14],
MacKay [20] et de Cover et Thomas [8].
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Chapitre 1

Introduction

L’objectif fondamental d’un systéme de communication est de reproduire en un point de la
chaine de communication, soit exactement soit approximativement, un message sélectionné en un
autre point (Claude Shannon 1948) [27].

Le probléme qui se pose est que le canal est généralement bruité : comment obtenir une
communication parfaite dans ces conditions 7 Dans ce document, nous allons tenter de répondre
a cette question.

Voici quelques exemples de canaux de transmission :

— une ligne téléphonique entre deux modems

— un canal radiomobile entre une station de base et un mobile

— un disque dur

Le dernier exemple montre que le mot point dans la phrase d’introduction peut signifier lieu
ou temps.

La source génére un message a transmettre au destinataire. Celui-ci peut étre analogique (pa-
role, son, image, ...) ou numérique (données). Dans un systéme de communication numérique, le
message analogique devra étre converti en numérique avant traitement.

Exemple : le systéme de communication trés simple suivant consiste & transmettre une image
a un destinataire a travers un canal binaire symétrique.

Le canal binaire symétrique est décrit par le modéle de la figure 7.1. Il est défini par sa
probabilité de transition p = P(Y =0|X =1) = P(Y = 1|X =0).

0 l-p 0

I-p
FiG. 1.1 — Canal binaire symétrique

Sur la figure 1.2, nous présentons un exemple d’image émise puis recue par le destinataire en
sortie d’un canal binaire symétrique pour p = 0.1. Dans un systéme de communication il faut
protéger les bits d’information contre les erreurs de transmission tout en limitant le nombre de
bits transmis dans le canal de transmission.

Sur la figure 1.3, nous présentons le synoptique d’un systéme de communication tel qu’il est
décrit par Shannon.
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F1G. 1.2 — Image en entrée et en sortie du canal binaire symétrique.

y| CODAGE DE .| CODAGE DE N
SOURCE ™ SOURCE > CANAL » MODULATEUR
Y
CANAL DE
TRANSMISSION
DECODAGE DECODAGE | <
DESTINATAIRE [€ DE SOURCE | DE canaL | DETECTEUR [¢ DEMODULATEUR

FiG. 1.3 — Synoptique d’une chaine de communication.

L’objectif du codeur de source est de représenter le message avec le moins de bits possibles.
Pour ce faire, il cherche & éliminer toute la redondance contenue dans le message de la source.

Le role du codage de canal est de protéger le message des perturbations du canal de transmission
en ajoutant de la redondance au message compressé.

La modulation consiste & effectuer un codage dans l’espace euclidien, espace généralement
adapté aux canaux rencontrés en pratique. Pour une modulation M-aire, on associe & chaque mot
de g bits un signal z;(¢),s = 1,..., M de durée T choisi parmi les M = 29 signaux.

Le role du démodulateur est d’extraire les échantillons tout en maximisant le rapport signal &
bruit. L’objectif du détecteur est de décider en faveur des symboles les plus probablement émis.
Si le décodage de canal est & entrées pondérées, il faudra remplacer ce détecteur par un détecteur
délivrant des informations pondérées (en général des logarithmes de rapport de vraisemblance).

La qualité d’un systéme de transmission est évaluée en calculant ou en mesurant la probabilité
d’erreurs par bit d’information (ou par bloc d’information). Les deux autres parameétres importants
d’un systéme de communication sont sa complexité et son occupation spectrale.



Chapitre 2

Introduction a la théorie de
I’'information

Where is the life we have lost in living ? Where is the wisdom we have lost in knowledge ? Where is the
knowledge we have lost in information ? T.S. Eliot, "The Rock"

2.1 Rappels de probabilités

Soit une variable aléatoire X ayant pour espace de réalisations Ax = {x1,22,...,2,} (on parle
aussi d’alphabet) avec les probabilités respectives Px = {p1,pa2,...,pn} avec :
T €AX

Probabilité conjointe

Soit deux variables aléatoires X et Y ayant pour espace de réalisations respectif Ax =

{z1,22,...,2,} et Ay ={y1,92,- .-, Ym}
On appelle P(X = z;,Y = y;) la probabilité conjointe des événements X = z; et ¥ = y;. On

a bien entendu :
oY PX =Y =y;)=1 (2.2)

T €A Y; €Ay

Probabilité marginale

Il est possible d’obtenir la probabilité P(X = x;) a partir de la probabilité conjointe P(X =
z;, Y =y;) :
P(X =z;)= Y PX=ux,Y=y;) (2.3)

Y;EAy

Probabilité conditionnelle

De la méme maniére on a :
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P(Y = y7|X = ,Ti) = (25)

Ainsi on a la relation

PY =y, X =zi) = P(X =&Y =y;)P(Y =y;) = P(Y = y;|X = 2))P(X =2:)  (2.6)

Loi de Bayes

PY =y;|X =2;)P(X =)
P(Y =vy;)
PY =y;|X =2;)P(X =)
Ywea, PX =25, Y = y;)
_ PY =y;|X = 2;) P(X = 2;)
C Yaiea, PY =yl X = ) P(X = xp)

P(X = z;]Y = y;) est appelée la probabilité a posteriori sur la réalisation de 1’événement
X = x; sachant la réalisation de I’événement Y = y;. P(Y = y;) est appelée la probabilité a priori.

Indépendance

L’indépendance de deux variables aléatoires X et Y implique
P(X,Y)=PX)PY) (2.7)

et
P(X|Y) = P(X) (2.8)

2.2 Remarques sur la notion d’information

La notion quantitative d’information associée & un message échangé entre un émetteur et un
destinataire dans le language usuel est liée a :

— la véracité du message

— la connaissance a priori du message par le destinataire

— la compréhension du destinataire (probléme de langue, ...)

— l'intérét qu’y apporte le destinataire

Toutes ces considérations relévent de la sémantique.

Dans la théorie de 'information, nous ne retiendrons qu’'un aspect partiel du concept général
d’information : la mesure quantitative d’information est une mesure de I'incertitude associée & un
événement. Cette notion d’information est fondamentale dans 1’étude des systémes de communi-
cation.

2.3 Une mesure logarithmique de I’'information

Une mesure de linformation associée a 'événement X = z; notée h(z;) doit satisfaire les
propriétés suivantes [27] :

— h(x;) doit étre continue pour p(X = z;) compris entre 0 et 1

— h(z;))=oc0si P(X =x;)=0

— h(z;) =0si P(X =x;) =1 : un événement certain n’apporte pas d’information
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~ h(zs) > hiy;) si P(Y = y;) > P(X = ;)
— h(z;) + h(y;) = h(x;,y,). La réalisation de 2 événements indépendants ¥ = y; et X = x;
apporte une quantité d’information égale & la somme des informations de ces 2 événements
h(z;) et h(y;).
La seule expression de la quantité d’information h(z;) associée a la réalisation de ’événement
X = x; satisfaisant les propriétés énumérées ci-dessus est la suivante :

1
————— = —logy, P(X = x;) = —log, p; 2.9
Yoo = lom P(X=r) = lon, (29)
On peut noter qu’avec cette définition, un événement trés probable transportera moins d’in-
formation qu'un événement peu probable. Lorsque la base 2 est utilisée !, 'unité de h(x;) est
le Shannon (Sh). Lorsque le logarithme népérien est utilisé, 'unité est le Nat (natural unit en
anglais).

Exemple 1 : soit une source discréte produisant des bits (0 ou 1) avec la probabilité % La
quantité d’information associée a la réalisation de I’événement X = 0 ou X =1 est égale a :

h(0) = h(1) = —logQ% —1Sh (2.10)

Si cette source génére une séquence de n bits indépendants, il y a 2™ séquences différentes. Cha-
cune de ces séquences se produit avec la probabilité 2% L’information apportée par la réalisation
d’une séquence particuliére est égale a :

1
h(séquence de n bits) = — log, on =N Sh (2.11)

Considérons maintenant la réalisation de 2 événements X = x; et Y = z;. La quantité d’infor-
mation associée est :
1

h(zi, y;) = logy PIX = —log, P(X =z;,Y =y;) (2.12)
ot P(X = x;,Y = y;) est la probabilité conjointe des deux événements.

La quantité d’information associée a la réalisation de I’événément X = x; conditionnellement
a I’événement Y = y; est la suivante :

1
h(zily;) =1 = —log, P(X = z;|Y = y; 2.13
(@l1y) = o8 =gy =~ lom PX = ail¥ =15) (2.13)

A partir de la relation (2.6), on en déduit :
h(zi,y;) = h(wily;) + h(y;) = h(y;lz:) + h(z) (2.14)

Exemple 2 : on tire une carte au hasard dans un jeu de 32 cartes ( 4 couleurs : cceur, pique,
carreau et tréfle - 8 valeurs : 7,8, 9, 10 valet dame roi as). Soit « 'événement "la carte tirée est un
as de trefle” et y événement "la carte tirée est un tréfle". Calculons h(z), h(y) et h(z|y).

Comme ) .
P(X=2x)= 3 et PY=y)= 1 (2.15)
Nous obtenons :
h(z) = —log, % =5Sh et h(y) = —log, i =2Sh (2.16)
PX =aly =y = Tl =) RS 217)
h(zly) = —log, P(X = x|Y =y) = —log, % =3Sh (2.18)

1 _ lne
logyz = 1.2
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2.3.1 Information mutuelle

On définit 'information mutuelle comme la quantité d’information que la réalisation de 1’évé-
nement Y = y; apporte sur I'événement X = x;. Plus exactement, c’est la différence entre la
quantité d’information associé a la réalisation de I’événement X = x; et la quantité d’information
associé & la réalisation de I’événement X = z; conditionnellement & 'événement ¥ = y;. Cette
quantité d’information s’obtient comme suit :

i(2i,y5) = hxi) — h(wi]y;)
PX =Y =y;)

— log, (2.19)

Si les deux événements sont indépendants, alors P(X = x;|Y = y;) = P(X = z;) et donc
i(z;,y;) = 0. A Popposé, si 'événement X = x; est équivalent a ’événement Y = y;, alors

P(X =x;|Y =y;) =1 et i(xi,y;) = h(x;).

Comme on a la relation

P(X=$1|Y=yj) P(XZ,TZ,Y:yJ) _P(Y:yle:,Tz)

PX=r)  PX=m)P(Y=y) PO =y)

L’information que la réalisation de I'événement Y = y; apporte sur I’événement X = x; est
identique & I'information que la réalisation de I’événement X = x; apporte sur I’événement ¥ = y;.

(i, y5) = i(y;, @) (2.20)

On a également les relations suivantes :
i(wi ;) = h(wi) — h(wily;)
h(zi) + h(y;) — h(zi,y;)
h(y;) — h(y;le:)

Contrairement a h(z;), Vinformation mutuelle i(z;,y;) peut étre négative.

Suite de I’Exemple 2 : Calculons i(z,y)

i(z,y) = h(x) — h(zly)
=5Sh—3Sh=26Sh (2.21)

La quantité d’information que la réalisation de I’événement "la carte tirée est un tréfle" apporte
sur ’événement "la carte tirée est un as de tréfle" est égale & 2 Sh.

L’information mutuelle est importante pour les communications en particulier lorsque 1'on
identifie X & l’entrée d’un canal de transmission et Y au signal correspondant a la sortie du canal
de transmission.

2.4 Entropie et information mutuelle moyenne

Apres s’étre intéressé aux événements individuels, nous allons maintenant déterminer ’en-
tropie d’une source décrite par la variable aléatoire X ayant pour espace de réalisation Ax =
{x1,22,...,2,} avec les probabilités respectives Px = {p1,p2,...,pn}. n est la taille de Palpha-
bet. La quantité d’information moyenne ou entropie de la source est la moyenne des informations
relatives & chaque réalisation de I’événement X = x; :
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H(X) =Y pih(a)
i=1
- 1
= Zpi log, —
i=1 pi

=— Zpi logyp;  en Sh/symbole (2.22)
i=1

H(X) mesure 'incertitude sur X.

Propriétés :

H(X)>0 avec égalité si p; = 1 pour une valeur de ¢
H(X) <logyn

1
H(X)=Hyax(X)=loggn si pi=— Vi
n
L’entropie est donc maximale lorsque toutes les probabilités p; sont égales.

Exemple : soit une source a 2 états xg et x1 avecpg =petpyr =1—p
L’entropie de cette source est la suivante :

H(X)=H(p,1—-p) = —plogyp — (1 —p)logy(1 — p)

1k
0.9-
0.8+
0.71
0.6-
H(X)
0.5¢
0.4r
0.3+
0.2+

0.1

0 | | | | | | | | |
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

probabilité p

F1G. 2.1 — Entropie d’une source binaire

Ainsi, entropie de la source binaire est maximale (1 Sh/bit) lorsque p = 0.5

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

Considérons deux variables aléatoires X et Y ayant respectivement pour espace de réalisations
Ax ={x1,22,...,2n} et Ay = {y1,¥2,...,ym}. L'entropie conjointe H(X,Y") est définie comme
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suit :

==Y > P(X =1,V =y;)log, P(X =z;,Y =) (2.27)

Si les variables aléatoires X et Y sont indépendantes, ’entropie conjointe est égale a la somme des
entropies H(X) et H(Y).

On peut aussi déterminer I’entropie conditionnelle H(X/Y) qui détermine I'information sur X
sachant 'observation Y a partir de h(x;|y;) :

HX|Y)=> > P(X =;,Y = y;)h(x;ly;)
=1 j=1
ZZP =x;,Y =y;)logy, P(X = ;Y = y;) (2.28)

=1 j=1

Les relations (2.6) ou (2.14) permettent d’exprimer l’entropie conjointe en fonction de ’entropie
et 'entropie conditionnelle :

H(X,)Y)=H(X)+H(Y|X)=H(Y)+ HX|Y) (2.29)

L’incertitude sur X et Y est égale a I'incertitude sur X plus l'incertitude sur Y sachant X.
L’information mutuelle associée a la réalisation d’un événement peut également étre étendue
aux variables aléatoires X et Y.

I(XvY) P(X =z, Y _yj) (Ilayj)

[
NE
M

s
Il
-

<
Il
-

P

[
NE
M

=1 5=1
LR P(X =Y = y;)
= P(X =2x;,Y =y,)log J 2.30
Ainsi, on a les relations suivantes :
IX,)Y)=HX)+H(Y)-HX,)Y)=H(X)-HX|Y)=H(Y)-HY|X) (2.31)

L’information mutuelle I(X,Y") mesure la quantité moyenne d’information sur X ( ou réduction
d’incertitude moyenne ) qui résulte de la connaissance de Y.

La figure 2.2 montre graphiquement les relations entre les différentes entropies et l'information
mutuelle.

Alors que i(x;,y;) peut étre négatif, on a I(X,Y) >0
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H(X,Y)

H(X|Y)

I(X,Y)

H(Y|X)

F1G. 2.2 — Relations entre entropie et information mutuelle.




Chapitre 3

Codage de source

3.1 Entropie et Redondance d’une source

Dans le paragraphe précédent, nous avons introduit H(X), la quantité d’information moyenne
ou entropie associée a la variable aléatoire discréte X.

Soit une source discréte et stationnaire dont les symboles de sortie sont des symboles Q-aire (la
taille de 'alphabet est égale a Q). La sortie de cette source est décrite par la variable aléatoire X.
Ainsi 'entropie H(X) est la quantité d’information par symbole moyenne sortant de cette source.

Une source discréte est dite source sans mémoire si les symboles en sortie de cette source sont
décorrélés. Dans le cas contraire, on dira que cette source est avec mémoire.

Si la source est sans mémoire, H(X) s’obtient comme nous l’avons déja vu par :

Q
H(X)=- Z p; logs p; en Sh/symbole (3.1)
i=1

L’entropie H(X) est maximale si les symboles sont équiprobables. Pour des symboles Q-aire,
Pentropie maximale est égale & Harax = log, Q
Si la source est & mémoire, alors son entropie par symbole H(X) s’obtient comme suit :

H(X) = Jim. }HJ(X) (3.2)

ot H;(X) est 'entropie par groupe de J symboles.

La redondance d’une source caractérise la différence qu’il existe entre la quantité d’information
que transporte cette source et la quantité d’information que cette source transporterait si tous ses
symboles étaient équiprobables et indépendants. On a :

H(X)

Rre =1—-—=— =
¢ Hyrax(X)

(3.3)
Ryeq est compris entre 0 (les symboles de la source sont indépendants et équiprobables) et 1
(Pentropie de la source est nulle).

3.2 Codage de source

D’un point de vue général, 'opération de codage de source consiste & associer & chaque message
issu de la source un mot composé d'un ou plusieurs symboles g-aire en cherchant a réduire au
maximum le nombre moyen de ces symboles.

Un message signifiera selon le contexte, soit un symbole @-aire issu de la source, soit un
ensemble de J symboles Q-aire.

10
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Symboles Q-aire Symboles g-aire

CODAGE DE
SOURCE e ———
SOURCE

Fi1c. 3.1 — Codage de source.

Nous nous restreindrons au cas ot les symboles de sortie du codeur de source sont des bits
(¢ = 2). Cependant la généralisation aux autres alphabets ne présente pas de difficulté.

Le codage de source doit satisfaire les deux critéres suivants :

— décodage unique : chaque message devra étre codé par un mot différent

— déchiffrabilité : chaque mot devra pouvoir étre dissocié sans ambiguité. Ce critére s’obtient

par :
- codage par mot de longueur fixe
- codage avec un symbole de séparation distinguable (cas du systéme morse par exemple)
- codage par mot de longueur variable mais en évitant qu’un mot ne soit le début d’un
autre.

Nous nous intéresserons uniquement au codage par mot de longueur variable qui est la technique
de codage la plus efficace lorsque les différents symboles de la source n’ont pas la méme probabilité
d’apparition.

Un code est dit instantané si aucun mot code n’est le début d’un autre.

3.3 Codage par mot de longueur variable

exemple 1 : soit une source discréte délivrant les 4 messages a1, a2, a3 et a4 avec les proba-
bilités respectives P(a1) = 3, P(az) = § et P(as) = P(as) = 3.
Un mot est associé & chaque message comme décrit dans la table 10.1.

TAB. 3.1 — code a longueur variable de 'exemple 1

| message | mot |
a1 1
a9 00
as 01
ay 10

On peut vérifier que ce codage de source n’est pas décodable instantanément (le mot associé a
ay est le début du mot associé a a4). Par exemple, il n’est pas possible de décoder instantanément
le message a1, az2,a1, ... encodé par la suite 1001 ; il n’est pas possible de savoir si le message émis
était a1, az, a1 ou ay,as.

exemple 2 :

Un mot est associé a chaque message comme décrit dans la table 3.2.

Ce codage de source est instantané.

Sur la figure 3.2, nous présentons 'arbre associé & ce codage de source.

3.4 Inégalité de Kraft

théoréme : un code instantané composé de M mots binaires de longueur respective {ni, na, ..., ny}
avec n1 < ng < - -+ < nyy doit satisfaire 'inégalité suivante :
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TAB. 3.2 — code a longueur variable de ’exemple 2

| message | mot |
aq 0
ag 10
as 110
ay4 111
al ag as
0 0 0
1 1 1
® o,
F1G. 3.2 — arbre associé au code de I'exemple 2
M
d o< (3.4)
i=1
démonstration

Un code instantané peut étre représenté graphiquement par un arbre binaire complet de pro-
fondeur nys. Chaque feuille du graphe correspond & un des messages de la source. Le mot de code
est la séquence de labels du chemin allant de la racine a la feuille.

FiG. 3.3 — inégalité de Kraft

Choisissons un nceud de degré n; comme premier mot Cj ; ce choix élimine 2™ ~™ nceuds.
Parmi les noeuds restants, on choisit un noeud de degré ne comme second mot. Ce choix élimine
2nM =72 peeuds. On continue cette procédure jusqu’au dernier mot. La condition pour obtenir un
codage instantané devient donc :

M
E INM =i £ QM
i=1

en divisant les deux termes par 2" on obtient bien l'inégalité de Kraft.
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3.5 Théoréme fondamental du codage de source

Considérons tout d’abord une source sans mémoire d’entropie par symbole H(X). Nous allons
démontrer que pour cette source il est possible de construire un code instantané dont la longueur
moyenne des mots R,,,, satisfait I'inégalité suivante :

H(X) < Rmoy < H(X) +1 (3.5)

démonstration
On choisit n; longueur du mot associé au i-iéme message comme suit ;

ni = [—log, pi] (3.6)

[x] signifie entier supérieur ou égal a x.
Vérifions qu’'un tel code est instantané c’est-a-dire qu’il satisfait 'inégalité de Kraft :

M M M M
Z 9N — Z 27[710g2 pil < Z ologz pi — Zpi =1 (37)
=1 =1 =1 =1
Ainsi on a donc :
M M M
Rmoy = sznz = sz |—_ 1Og2 p1‘| S sz(_ 10g2pi + 1) = H(X) +1 (38)
=1 =1 =1

Le théoréme fondamental du codage de source s’exprime ainsi :

Théoréme : pour toute source stationnaire d’entropie par symbole H(X), il existe un procédé
de codage de source binaire dont la longueur moyenne R,,,, des mots est aussi voisine que I'on
veut de H(X).

H(X) < Rpoy < H(X) + ¢ (3.9)

Considérons une source sans mémoire d’entropie par symbole H(X). En groupant les symboles
de cette source par paquet de J symboles, on obtient une nouvelle source. Il est encore possible
d’encoder cette source avec un code instantané. La longueur moyenne des mots de ce code R oy
satisfait I'inégalité suivante :

JH(X) < Rymoy < JH(X) +1 (3.10)

En divisant les différents termes par J on obtient :

H(X) < Rpnoy < H(X) + % (3.11)

avec Ry, nombre de bits moyens relatifs & un symbole de la source R,y = % En
augmentant J, R0, peut s’approcher asymptotiquement de H(X) :

H(X) < Rypoy < H(X) + ¢ (3.12)

Ce résultat se généralise immédiatement au cas des sources avec mémoire.
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3.6 Débit d’entropie

Soit une source discréte et stationnaire X d’entropie H (X) Sh/symbole délivrant Dg symboles
par seconde. On définit le débit d’entropie ou débit informationnel moyen D; comme suit :

D;=H(X)Dg en Shannon/seconde (3.13)

Le débit binaire en sortie du codeur D’ est le produit du débit symbole Dg par le nombre de
bits moyens par symbole R0y :

D’s = Dg.Rinoy en bit/seconde (3.14)
En sortie du codeur de source binaire, on définit H'(X) l'entropie par bit avec

H (X)= Z(X) en Shannon/bit (3.15)
moy

Le débit d’entropie D} en sortie du codeur s’obtient alors comme précédemment :
D} = H'(X).Ds = Dr en Shannon/seconde (3.16)

Comme nous pouvions nous y attendre, le débit d’entropie n’est pas modifié par 'opération de
codage de source. D’aprés le théoréme du codage de source, on a :

Rimoy > H(X) (3.17)
En multipliant les 2 termes par Dg, on obtient :
D%y > Ds.H(X) =Dy (3.18)

Ainsi, Dy le débit d’entropie de la source est la limite inférieure du débit binaire obtenu apreés
codage de source. En cas d’égalité, on retrouve bien qu'un élément binaire est porteur d’une
quantité d’information égale & 1 Shannon. Si la redondance de la séquence en sortie du codeur de
source n’est pas nulle, alors un élément binaire sera porteur d’une quantité d’information inférieure
a 1 Shannon.

Symboles Q-aire CODAGE DE Symboles binaire
SOURCE SOURCE —>
D;  symb/s D'y=D.R,, bit/s
H(X) sh/symb H'(X)=H(X)/R,,,  shhit
D, =H(X).D, shis D,=H'(X).D',=D, shis

Fi1c. 3.4 — Débit d’entropie.

3.7 Algorithme d’Huffman

Huffman en 1952 [16] a proposé un algorithme de codage a longueur variable d’une source a
L messages. Cet algorithme permet d’obtenir le nombre moyen de bits par mot minimum tout en
garantissant un code uniquement décodable et instantané.

On commence par classer la liste des messages de haut en bas par ordre de probabilité décrois-
sante (chaque message correspond & un noeud).
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— 1. Choix des deux messages de probabilités moindres.

— 2. Ces deux probabilités sont reliées avec la branche supérieure labelisée & 0 et la branche
inférieure labelisée a 1.

— 3. La somme de ces deux probabilités est alors associée au nouveau noeud.

— 4. Suppression des deux messages précédemment choisis puis retour a la phase 1.

On répéte cette procédure jusqu’a ce qu’il ne reste plus aucun message. L’arbre ainsi obtenu décrit
graphiquement ’ensemble du code. Les mots sont lus en parcourant chaque chemin de la droite
vers la gauche.

exemple 3 : soit une source discréte a 8 messages ay, as, as, aq, as, ag, a7, ag avec les probabi-
lités d’apparition respectives {0.16;0.15;0.01;0.05; 0.26; 0.11; 0.14; 0.12} d’entropie H(X)=2.7358.

Le codage de Huffman de cette source est donné sur la figure 3.5.

0.26
0.57 0

016 e 0.31

0.15

0.14
0.26 0

0.12

1 0.43

0.11

0.17

1
 —
0.05 0.06

F1G. 3.5 — exemple de codage de Huffman

La table de codage est présentée dans la table 3.3. Le nombre de bit moyen par mot est égal
a 2.8.

TaB. 3.3 — table de codage

message mot n;
as 00 2
aq 010 3
as 011 3
ar 100 3
as 101 3
ag 110 3
aq 1110 4
as 1111 4

Pour les sources sans mémoire 'algorithme de Huffman fournit un codage de source optimal.
Cependant, lorsque les symboles successifs sont corrélés, la complexité du codage de source utilisant
'algorithme de Huffman devient trés grande (le nombre de code est égal & Q7 si les messages sont
composés de J symboles Q-aire).
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3.8 Etude de ’entropie d’un texte écrit
Dans cette étude, nous réduirons la taille de 'alphabet aux 26 lettres de l'alphabet plus la

virgule, le point, le guillemet et espace soit une taille de I’alphabet égale a 30. Les probabilités
d’apparition des caractéres dans un texte littéraire frangais sont donnés dans la table 3.4.

TAB. 3.4 — probabilité d’apparition des caractéres

a; Di a; Di

a 0.0734 P 0.0171
b 0.0094 q 0.0059
C 0.0248 r 0.0510
d 0.0325 S 0.0703
e 0.1263 t 0.0533
f 0.0097 X 0.0043
g 0.0091 v 0.0120
h 0.0080 w 0

i 0.0617 X 0.0043
] 0.0035 y 0.0018
k 0.0005 Z 0.0005
1 0.0513 0.1717
m 0.0205 ’ 0.0096
n 0.0504 , 0.0180
o 0.0387 . 0.0086

Si la probabilité d’apparition de chacun des caractéres était égale, I’entropie par caractére serait
égale a log, 30 = 4,9 Shannon/caractére.

L’application de (3.1) donne une entropie égale & 4.09 Shannon/caractére. Ce calcul ne tient pas
compte de la corrélation entre les caractéres successifs. Pour montrer un apergu de la dépendance
entre les caractéres successifs, sur un texte littéraire en langue frangaise, nous avons groupé les
caractéres par doublet et représenté sur la figure 3.8 la probabilité d’apparition de chacun de
ces doublets. Les caractéres associés aux colonnes et aux lignes correspondent respectivement au
premier et au dernier caractére des doublets. Par exemple, on peut voir que le doublet {qu} a une
forte probabilité d’apparition alors que tous les autres doublets commencant par la lettre ¢ ont
une probabilité d’apparition nulle.

En groupant les caractéres 2 par 2, on obtient une entropie par caractére de 3,6 Shannon /caractére
soit sensiblement inférieure & I’entropie par caractére précédente.

Différentes études on montré que pour un texte littéraire, ’entropie est encore bien plus faible :
de l’ordre de 1 Shannon/caractére.

Pour mettre encore en évidence la redondance de la langue francgaise prenons I’exemple suivant
[20] [8] : V'objectif est pour le candidat de déterminer lettre aprés lettre une phrase qu’il ignore.
Aprés avoir déterminé correctement une lettre, on note le nombre de tentatives qui ont été néces-
saire pour déterminer celle-ci. Le candidat passe ensuite & la lettre suivante. Voici deux résultats
obtenus avec la phrase suivante :

LES VACANCES SONT TERMINEES
candidat 1:1121182121111 121111 311111111
candidat2:1111134451111 141111 911111111

Il est & noter que dans beaucoup de cas, les candidats déterminent la lettre suivante dés la
premiére tentative. Excepté au début des mots et des syllabes, les autres lettres sont déterminées
trés aisément. On peut imaginer un codage de source trés efficace utilisant ces propriétés : si au



3.9. ALGORITHME DE LEMPEL-ZIV 17

abcdefghijklmnopgrstuvwxy z

- NXXE<C o0 -TQDOSITXTT ITQ 020 T

F1G. 3.6 — probabilité d’apparition des caractéres

lieu de coder successivement les symboles, on code le nombre de tentatives, on voit bien qu’il
sera possible de réduire fortement le nombre de bits nécessaire pour transmettre cette phrase.
Ceci implique qu’au décodage nous effectuerons la procédure inverse en utilisant des tables de
décodage trés complexes. Ce systéme bien que peu réaliste, nous permet d’illustrer les principes
utilisés par le codage arithmétique (codage non traité dans ce document bien que trés performant
[20] [8] [1] [26]) et par I’algorithme de Lempel-Ziv [32]. C’est ce dernier que nous allons maintenant
présenter.

3.9 Algorithme de Lempel-Ziv

Cet algorithme, proposé en 1978 est indépendant des propriétés statistiques de la source. L’al-
gorithme de Lempel-Ziv utilise pour coder une liste de suites stockées dans un dictionnaire.

Le principe de ’algorithme de Lempel-Ziv consiste & découper la séquence de sortie de la source
en petites suites de longueurs variables. Les suites qui sont stockées dans un dictionnaire initiale-
ment vide sont appelées les suites prototypes. Une suite nouvelle est ajoutée dans le dictionnaire
chaque fois qu’elle est différente des suites prototypes déja stockées. De plus, cette suite a laquelle
on ajoute un bit 0 ou 1 ne doit pas étre déja présente dans le dictionnaire.

exemple : considérons le début de séquence binaire issue d’une source :

00100000110001001000001011000100000100001100010101000010000011000001
01100000011

Cette séquence est décomposée en suite comme suit :

0, 01, 00, 000, 1, 10, 001, 0010, 0000, 101, 100, 010, 00001, 000011, 0001, 0101, 000010,
0000110, 0000101, 1000, 00011

Les suites prototypes en gras correspondent aux 16 suites prototypes stockées dans le diction-
naire (la suite 00001 n’est pas stockée dans le dictionnaire car les suites 000010 et 000011 sont
déja présentes dans ce dictionnaire). La table 3.5 donne la liste des 16 suites prototypes dans cet
exemple. Chaque suite prototype est ici codée avec un mot de 4 bits.

L’arbre des suites prototypes stockées est présenté sur la figure 3.7.

Finalement, la séquence binaire issue d’une source est décomposée en utilisant les suites pro-
totypes stockées dans le dictionnaire :
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TaB. 3.5 — liste des suites prototypes

position suite prototype mot de code
1 1 0000
2 01 0001
3 001 0010
4 010 0011
5 100 0100
6 101 0101
7 0000 0110
8 0001 0111
9 0010 1000
10 0101 1001
11 1000 1010
12 00011 1011
13 000010 1100
14 000011 1101
15 0000101 1110
16 0000110 1111

0010, 0000110, 0010, 010, 0000101, 1000, 1000, 0010, 00011, 0001, 0101, 000010, 0000110,
0000101, 1000, 00011

La sortie du codeur de source est la suivante :
1000 1111 1000 0011 1110 1010 1010 1000 1011 0111 1001 1101 1111 1110 1010 1011

Le décodeur de source utilisant le méme algorithme pourra reconstruire le dictionnaire utilisé
au codage et donc reconstituer instantanément la séquence émise par la source.

Il est & noter que le codage Lempel-Ziv encode les 79 bits de la séquence de la source en 16
mots de 4 bits soit 64 bits au total. Malgré la courte longueur de la séquence, ’algorithme apporte
déja une sensible réduction du nombre de bits. En pratique, le contenu du dictionnaire est adapté
dynamiquement en fonction de I’évolution des caractéristiques de la source.

L’algorithme Lempel-Ziv et ses variantes sont utilisés pour la compression des fichiers infor-
matiques.
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F1G. 3.7 — arbre représentant les suites prototypes
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Chapitre 4

Codage pour les sources analogiques

4.1 Echantillonnage et Quantification

4.1.1 Rappel sur le théoréme de I’échantillonnage

Soit le signal x(¢) a bande limitée B issu d’une source analogique. En utilisant le théoréme de
I’échantillonnage, on montre que ce signal peut étre représenté comme suit :

“+oo
o(t)= Y x(kT)sinc(%(t - kT)) (4.1)
k=00

avec sinc(z) = S";ﬂ

La suite xz(kT) représente les échantillons du signal z(¢) aux instants kT = %. Cette suite est
donc obtenue par échantillonnage de x(t) a la fréquence de 2B échantillons par seconde.

Ainsi, la sortie de la source analogique peut étre convertie en un signal & temps discret équi-
valent sans perte d’information. Pour vraiment disposer d’un signal numérique, il reste & quantifier

I'amplitude des échantillons sur un nombre de niveaux finis.

4.1.2 Quantification

La quantification consiste & quantifier ’amplitude possible des échantillons sur L valeurs.
Lorsque les L valeurs sont réguliérement espacées, on dit que la quantification est uniforme. La va-
leur & choisie est la plus proche au sens de la distance euclidienne de ’amplitude z de ’échantillon.
Si L est une puissance de 2, (L = 2%) alors chaque échantillon quantifié # pourra étre représenté
par un mot binaire de R bits (opération de codage).

R =logy L bits/échantillon (4.2)

définition : soit un ensemble d’intervalles ou cellules S = [s1, $2,...,$] et un ensemble de

valeurs ou points Y = [y1,y2, ..., yr]. L’opération de quantification est définie mathématiquement
par la relation suivante :

T =1y pour z € S5; (4.3)

Chaque intervalle ou cellule S; est bornée par deux seuils notés a;,_1 et a;. Ainsi, la largeur
de S; est égale & a; — a;—1 La quantification est dite uniforme si tous les intervalles ont la méme
largeur notée A.

Un exemple de quantification uniforme est donné sur la figure 4.1 pour L = 8.

La relation entre 'amplitude de I’échantillon x et 'amplitude de ’échantillon aprés quantifi-
cation uniforme Z est présentée sur la figure 4.2 pour L = 8.

20
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FiG. 4.1 — Quantification uniforme L = 8
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Fi1G. 4.2 — Quantification uniforme L = 8

Un convertisseur analogique numeérique (CAN) classique réalise a la fois 'opération de quan-
tification uniforme et de codage binaire. Pour un CAN R = 8 bits/échantillon, on a L = 256.

Un exemple de quantification non uniforme est donné sur la figure 4.3 pour L = 8.

Fi1G. 4.3 — Quantification non uniforme L = 8

La quantification uniforme comme la quantification non uniforme sont des quantifications sca-
laires : on associe a chaque échantillon un mot binaire. Il est possible de grouper plusieurs échan-
tillons ensemble avant de réaliser I'opération de quantification de ce groupe d’échantillons : on
parle alors de quantification vectorielle.

La qualité d’un quantificateur peut étre mesurée par la différence entre le signal quantifié et le
signal d’origine.
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La mesure la plus utilisée est 'erreur quadratique :

e(z, ) = (x — 7)? (4.4)

définition : a partir de ’erreur quadratique, on peut définir la distorsion moyenne D

D = E(e(x, 7))
+oo
:[ e(x,2)f(x)dx
=Y [ elwfia)ds (15)
Si

3

ou f(z) est la densité de probabilité de x.

Ainsi, lorsque la densité de probabilité f(x) est connue, I'objectif de la quantification est de
coder les échantillons de la source avec le minimum de bits tout en garantissant la plus petite
distorsion moyenne D.

définition : on définit la fonction R(D) (rate distortion function en anglais) comme le nombre
de bits minimum permettant de représenter une suite d’échantillons avec une distorsion moyenne
donnée D :

R(D) =minR  en bits (4.6)

On peut montrer que 'inégalité suivante est toujours vraie :

0<D<o? (4.7)

SIS

R(D) < 7 log,

N =

ot 02 est la variance de la source.

En introduisant la fonction D(R) (distortion rate function en anglais), expression (4.7) peut
aussi s’écrire :

D(R) < 022721 (4.8)

Les deux inégalités ci-dessus se transforment en égalités pour une distribution gaussienne. Il
faut noter qu’il s’agit d’une limite théorique qu’une simple quantification uniforme ne permet pas
d’atteindre.

Sur la figure 4.4, nous présentons les valeurs optimales y; avec une quantification uniforme (*)
et non uniforme (o) pour L = 8 dans le cas d’une source gaussienne.

Dans ce cas simple ( R = 3 bits/echantillon et o, = 1), les distorsions moyennes des quantifi-
cations uniforme et non uniforme sont respectivement égales & -14,27 dB et -14,62 dB. La limite
théorique est 10log;,27% = —18.06 dB . Comme les probabilités de chaque intervalle ne sont
pas identiques, on peut appliquer un codage de Huffman aprés 'opération de quantification pour
réduire encore le débit binaire. Ce codage entropique permet de gagner ici environ 2 dB. Pour
atteindre la limite théorique, il faudra utiliser une quantification vectorielle bien plus difficile &
mettre en oeuvre qu’une simple quantification scalaire !

L’opération de quantification introduit une erreur entre ’amplitude et ’amplitude quantifiée.
On a la relation suivante :

I=x+q (4.9)

Pour la quantification uniforme, 'erreur de quantification ¢ est comprise entre —% et —l—%.
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F1G. 4.4 — Quantification uniforme et non uniforme L = 8 pour une source gaussienne de variance
op =1

En considérant que 'amplitude du signal est suffisamment grande devant A, la densité de
probabilité de ¢ est bien approximativement uniforme. Calculons 'erreur quadratique moyenne
E(q?) ( qui est égale ici a la distorsion moyenne D du quantificateur uniforme) :

1 A A
S _Sg<2 4.1
p(q) A 5 SUS 5 (4.10)
+oo
E(¢®) = / 7°plq)dg
A
L r o, A2

Si la quantification uniforme est réalisée sur L niveaux avec R = logy L et que la dynamique
du signal issu de la source est égal & A avec A = AL = A2% alors le rapport signal & bruit en
décibel s’exprime comme suit :

SNR = 10log,, %q(f))
2

A
= 10log;q var(xz) — 10log, T

AQ
= 10log;o var(x) — 10logy, ot 101log;, 2>

A? In2
= 101og, var(x) — 10log, T + JW%R
A2
= 10logyq var(xz) — 10log, EF) +6R (4.12)

On peut noter qu’un bit supplémentaire améliore le rapport signal & bruit de 6 dB.
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Si on suppose que le signal est une sinusoide d’amplitude créte a créte A (soit une amplitude
créte de A/2), on a :
A2
var(z) = 5 (4.13)

A partir de Pexpression (4.12), on obtient :

3
—1,76+6R dB (4.14)

4.2 Modulation par impulsion et codage

La modulation PCM ( pulse coded modulation en anglais) aussi notée modulation par impulsion
et codage (MIC) constitue la plus simple des techniques de codage. Elle comprend deux fonctions
distinctes : 'opération de quantification et I’opération de codage !

Pour un codeur PCM, aprés échantillonnage, les échantillons sont simplement quantifiés puis
codés. La figure 4.5 présente le synoptique d’un codeur PCM (sans le codeur binaire). Cette
technique est bien adaptée aux sources sans mémoire.

xﬂ» - n > Quantification

Fi1G. 4.5 — Codeur PCM

On a la relation suivante entre la sortie du codeur PCM et 'entrée :

Tpn = Tp + qp (4.15)

ol g, est 'erreur de quantification

Dans de nombreuses applications comme le traitement de la parole par exemple, les signaux de
petites amplitudes se produisent plus fréquemment que ceux de grandes amplitudes. Pour prendre
en compte cette distribution non uniforme, la quantification uniforme n’est pas la meilleure pos-
sible. Plusieurs quantifications non uniformes ont été proposées pour améliorer les performances.
En pratique, la quantification non uniforme peut étre vue comme la concaténation d’une table de
correspondance ( look up table en anglais) appelée aussi compresseur et d’une quanfication uni-
forme. Le compresseur réalise ’opération non linéaire. Comme 1’idée principale est de diminuer les
intervalles pour les petites valeurs de x, les fonctions non linéaires choisies sont des logarithmes.
Pour le codage de la parole deux lois de compression sont principalement utilisées :

loi A ( systéme européen)

g st Jo[ <4 A=876
) (si 14In(Alz]) Y (4.16)
(signe de x) =51 siog <l|z[<1

Pour la loi A la fonction inverse s’écrit :

1le mot "modulation" utilisé ici doit étre pris avec précaution. En effet historiquement les techniques de codage
pour les sources analogiques comprenaient trois éléments : la quantification, le codage et la modulation. Cependant
aujourd’hui seules les deux premiéres fonctions composent les techniques de codage
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WIOHNA) g g < |yl <

1
x = (signe de y) {exp(;(1+1n(A))—1) A (4.17)
A

. 1
S1 m§|y|§1

loi p (systéme ameéricain et canadien)

In(1 + p(z))

= (signe d =255 et <1 4.18
y = (signe de x) (1 + ) avec [ et |z| < (4.18)
Pour la loi p la fonction inverse s’écrit :
1
x = (signe de y) (—) {(1 + )Yl — 1} avec |y| <1 (4.19)
u

Dans les deux lois, les logarithmes sont népériens.

Pour un signal de parole standard, la loi A apporte une réduction de 24 dB du bruit de
quantification par rapport & une quantification uniforme.

Sur la figure 4.6, nous présentons les caractéristiques de transfert relative a la loi A et a la loi
1 (les courbes sont pratiquement superposées!)

1

osl : : : i
0.6 ,
0.4 : . . 4

02r | =

-0.6 o

-0.8 : : ; 8

-1 I L L L L L I I I
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 o] 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fia. 4.6 — Caractéristiques de transfert d’'un compresseur basé sur la loi A et la loi u

En pratique, la compression peut étre réalisée a partir d’'une quantification uniforme sur 12
bits. On modélise la loi par 13 segments. La table d’encodage est présentée ci-dessous :

4.3 Techniques de codage pour les sources analogiques & mé-
moire

4.3.1 Introduction

Lorsque les échantillons & la sortie de la source sont corrélés ( source avec mémoire), il existe
3 grandes familles de techniques pour exploiter cette propriété afin de réduire le nombre de bits
nécessaire pour transmettre ces échantillons :
— les techniques basées sur une forme d’onde temporelle comme la modulation Delta, PCM,
DPCM, ... souvent utilisé pour le codage de la parole.
— les techniques utilisant une décomposition spectrale comme le codage par sous-bande et le
codage par transformée (cosinus discret ou ondelettes).
— les techniques basées sur des modeéles de source comme le codage linéaire prédictif (LPC)
utilisés pour le codage de la parole & trés bas débit.
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segmentf mot d’entrée 12b mot de sortie 8b
13 01 X3 Xo X3 X4y NN N N N N |01 11 Xi Xy Xz X4
12 0 01 X3 Xo Xs X4y NN N N N (0110 X;1 Xo Xz Xy
11 0001 X; Xo Xs X4y NN N N 01 0 1 X3 Xo X3 Xy
10 00001 X3 Xo Xgs Xy N N N 01 00 X1 Xo Xz Xy
9 000001 Xy Xo X3 X4 N N 0 01 1 X5 Xo X3 Xy
8 0000001 X1 Xo Xz X4y N 0 01 0 X1 Xo Xz Xy
7 0000 O0O0O0 1 X; Xo Xsg Xy 0 00 1 X5 Xo X3 Xy
7 0000 O0O0O0O0 X1 Xo Xsg Xy 0 00 0 X1 Xo Xz Xy
7 1000 0000 X1 Xo Xz Xy 1 0 0 0 X1 Xo Xz Xy
7 1000 0001 X; Xo Xz Xy 1 0 01 X1 Xo Xz Xy
6 10 00 00 1 X;3 Xo Xs Xu N 1 01 0 X7 Xo X3 Xy
5 100001 X4y X9 Xs X4y N N 1 01 1 X1 Xo Xz Xy
4 100 01 X; Xo Xs X4y N N N 1100 X3 Xo X3 Xy
3 1001 Xy Xo X3 X4y N N N N 11 01 X1 Xo Xz Xy
2 101 X3 Xo Xs X4y NN N N N 111 0 X7 Xo X3 Xy
1 11 X4 Xo Xs Xy NN NN N N |1 111 X5 Xo Xg3 Xy

4.3.2 Modulation Delta

Nous savons que les sources analogiques (son et image) posséde une forte redondance qu’une
simple modulation PCM ne peut exploiter. Cette redondance est directement liée & la corrélation
entre échantillons : on parle aussi de source & mémoire. Lorsque la source est & mémoire, la variation
de I'amplitude entre les échantillons successifs est relativement faible. Ainsi en quantifiant les
différences entre les amplitudes des échantillons successifs, il est possible de réduire le débit en

sortie du codeur.

Le principe de base de la modulation Delta consiste a quantifier la différence d’amplitude e,
entre ’échantillon courant x,, et I’échantillon quantifié z,,.

€n = Tn — Tn

La quantification est uniquement réalisée sur deux niveaux ( €, = +A).
La figure 4.7 présente le synoptique d’un modulateur Delta.

x(t)

—»

L’accumulateur réalise 'opération suivante :

— e =tA
Quantification n

1 hit
AcC [&——

Fi1G. 4.7 — Modulateur Delta

Tn =2Tp-1+€n-1

(4.20)

(4.21)

Si a l'instant n, on a x,, > &, alors €, = +A et la sortie de 'accumulateur & 'instant n + 1
est incrémentée de A : Ty =3, + A
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Si a l'instant n, on a z, < &, alors €, = —A et la sortie de 'accumulateur & I'instant n + 1
est décrémentée de A : T4 =2, — A

Le synoptique de 'accumulateur est présenté sur la figure 4.8.

X, €, X, X
<4— ] AcC |¢— -« Z1

F1G. 4.8 — synoptique de I'accumulateur

Le synoptique du démodulateur Delta est présenté sur la figure 4.9.

l

QN

3

)en
—» | AcC——»

F1G. 4.9 — Démodulateur Delta

L’erreur de quantification g, apportée par 'opération de quantification est donnée par :

Il est alors possible d’exprimer ’échantillon estimé z,, & partir de Z,,—1 et de ’erreur de quan-
tification :

jn = i'n—l +én_1

- (xnfl —Qgn—-1 — énfl) +eén_1
= Tn—1 —Q4n-1 (423)

Ainsi I’échantillon estimé Z,, est égal & I’échantillon précédent x,_; entaché de l'erreur de
quantification g, _1

Un exemple de fonctionnement est donné sur la figure 4.10.

On peut observer deux types d’erreurs : I'erreur de poursuite est liée a la pente de &,, limitée
& A/Teen. Pour diminuer erreur de poursuite, la fréquence d’échantillonnage doit étre égale a 4
a b fois la fréquence minimum d’échantillonnage. L’autre solution consiste a augmenter la valeur
de A. Le second type d’erreur appelé aussi bruit granulaire se produit méme si le signal z(t) est
constant. En effet, les échantillons estimés Z,, oscillent alors entre deux pas (bruit créte a créte de
A. Une solution consiste alors & diminuer A. Le choix de A est un compromis entre les deux types
d’erreurs. Une autre solution efficace consiste & adapter le pas A en fonction des variations du
signal. C’est le principe utilisé dans la modulation Delta & pente continuellement variable CVSD
( continuously variable slope delta modulation en anglais).
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x(@)
A

x(t)

Fi1Gc. 4.10 — Exemple d’évolution de #,, dans un modulateur Delta

4.3.3 Modulation par impulsion et codage différentiel

Le principe de base de la modulation DPCM ( differential pulse coded modulation en anglais)
aussi notée modulation par impulsion et codage différentiel (MICD) consiste a quantifier la diffé-
rence d’amplitude e,, entre I’échantillon courant z,, et ’échantillon prédit z,,. e,, est aussi appelée
Perreur de prédiction.

en =Ty — In, (4.24)

Iy, est obtenu en utilisant un prédicteur d’ordre P :
P
B = QiTn (4.25)
i=1

Le synoptique du prédicteur d’ordre P est présenté sur la figure 4.11.

Zt = Zt L ————— -» 71

n-2 Xi-p

X

Fi1G. 4.11 — synoptique du prédicteur d’ordre P

On déterminera les P coefficients de prédiction a; qui minimisent I'erreur quadratique moyenne

E(€2) = E[(xn — 2n)?]. Ces coefficients sont les solutions du systéme linéaire suivant :

P
D aigli—j)=¢(j) powr j=12,... P (4.26)
=1
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ou ¢(m) est la fonction d’autocorrélation des échantillons z,,. Ce systéme se résout efficacement
en utilisant I'algorithme de Levinson. Les coefficients a; sont déterminés en début de transmission
mais peuvent aussi étre ajustés périodiquement

Avec cette structure, les échantillons & quantifier sont décorrélés et de trés faible amplitude et
nécessite donc un nombre de bits limités.

La figure 4.12 présente le synoptique d’'un codeur DPCM.

x(1) x + e . e,
- e n + n Quantification

=
=

Prédiction

F1c. 4.12 — Codeur DPCM

En entrée du prédicteur, au lieu des échantillons de la source z,, , on utilise les échantillons
modifiés par quantification Z,, = Z,, + €, :

P
B =Y Qidin_i (4.27)
i=1

On peut vérifier que l'erreur de quantification ¢, = e, — €, est aussi égale a la différence
Ty — Ty -

Prédiction

Fi1c. 4.13 — Décodeur DPCM

Pour le décodage, on utilise exactement le méme prédicteur que pour le codage (en considérant
Pabsence d’erreurs de transmission). Ainsi, on peut reconstruire les échantillons &,, = €, + &y,

Il faut noter que la modulation Delta est une version simplifiée de la modulation DPCM. En
effet, pour la modulation Delta la quantification est uniquement réalisée sur un bit et le prédicteur
est remplacé par un simple filtre fixe de fonction de transfert Z 1.
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Il existe des structures plus complexes de modulateur DPCM utilisant deux filtres de prédic-
tion. Il est également possible d’adapter le pas de quantification en fonction de la variance des
échantillons de la source. On parle alors de modulateur DPCM adaptatif (ADPCM).

La modulation DPCM est utilisée pour le codage de la parole dans les standards ITU G.721,
G.722, G.723 et G.726.

4.3.4 Codage par décomposition spectrale

4.3.5 Codage basé sur un modéle

4.3.6 Tableau de synthése

La table 4.1 présente une comparaison des différentes techniques de modulation pour le codage
de la parole en considérant une fréquence d’échantillonnage de 8kHz. Les paramétres choisis sont
ceux qui sont les plus couramment utilisés.

TAB. 4.1 — Comparaison des modulations pour le codage de la parole

technique quantificateur nbr de bits débit

PCM uniforme 12 bits 96 kb/s

log PCM logarithmique 8 bits 64 kb/s
DPCM logarithmique 4-6 bits 32-48 kb/s
ADPCM adaptative 3-4 bits 24-32 kb/s
Delta binaire 1 bit 32-64 kb/s
Delta adaptatif binaire 1 bit 16-32 kb/s
LPC CELP 2.4-0,6 kb/s




Chapitre 5

Transmission en bande de base

5.1 Introduction

On distingue deux types de transmission numérique : la transmission en bande de base et
la transmission par ondes modulées ( on dit aussi sur porteuse). Une transmission en bande
de base signifie que les symboles & émettre dans le canal de transmission ne subissent pas de
translation de leur spectre autour d’une fréquence porteuse. Dans le cas d’une transmission par
ondes modulées, les symboles a émettre module une porteuse de fréquence f. (en amplitude, en
phase ou par saut de fréquence). Dans le cas d’une transmission en bande de base et pour la
distinguer d’une transmission par ondes modulées, on utilise souvent le terme codeur en ligne a la
place de modulateur. Bien que les principes mis en ceuvre soient les mémes, nous étudions d’abord
les transmissions en bande de base puis les transmissions par ondes modulées.

D’une maniére générale, le signal émis s’écrit de la forme suivante :

o0

a(t) = > arg(t—kT) (5.1)

k=—oc0

T est la durée de I'impulsion élémentaire ou durée symbole
ag est le k¢ symbole & transmettre
Le choix de I'impulsion ¢(t) définit les caractéristiques spectrales de la transmission.

5.2 Les codes en ligne

Les critéres principaux pour choisir un code en ligne sont les suivants :
1. la densité spectrale du code

2. la densité des transitions dans le signal émis

3. la résistance au bruit

Dans ce paragraphe, nous allons présenter les codes en ligne les plus usuels.

5.2.1 Le code non retour a zéro (NRZ)

Ce code associe un niveau +A a chaque bit égal & "1" et un niveau -A a chaque bit égal a "0".
L’impulsion élémentaire ¢(t) est donc une fonction porte de durée T donnée sur la figure 5.1.

Dans I’annexe 1, nous avons développé le calcul de la densité spectrale yx x (f) d’un signal x(t)
émis en bande de base.

Aprés calcul, on obtient :

1Nous utiliserons T pour désigner la durée de I"impulsion élémentaire ou durée symbole. La durée de transmission
d’un élément binaire sera notée Ty,

31
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g(t) 4

+A

T .\t

F1a. 5.1 — Impulsion élémentaire g(t).

x() A
©® ©® © O © ® ©
+ A pm
BT >
- A

F1c. 5.2 — Signal NRZ.

wex(f) = FlGPvaal)  (52)

ot |G(f)|? est la densité spectrale de puissance de 'impulsion g(t) et va4(f) est la transformée
de Fourier de la fonction d’autocorrélation ¢ (i) = E(akyia}).

—+oo
yaa(f) = Y daali)e T (5.3)
1=—00
Ainsi, la densité spectrale de puissance du signal émis est déterminée a partir de la corrélation
des symboles et la forme de 'impulsion ¢(t) ( c’est-a-dire du filtre d’émission).

Cette formule est souvent appelée formule de Bennett.
Appliquons cette formule pour le code en ligne NRZ.
Puisque ¢(t) est une impulsion de largeur T" et d’amplitude A, on a :

sin(mfT)\ >
mfT )

Dans le cas du code NRZ, les symboles ay peuvent prendre les valeurs +1 et -1. Leur moyenne
est nulle et leur variance o2 est égale & 1. En conséquence, on a ya4(f) = 1 (voir le cas particulier
traité dans 'annexe 1). Finalement, on obtient donc la densité spectrale de puissance suivante :

sin(mfT)\>
wfT )

La densité spectrale de puissance du code NRZ est présentée sur la figure 5.3

L’occupation spectrale de ce code est théoriquement infinie. Cependant, le premier lobe de la
densité spectrale de puissance comprend 90% de la puissance du signal ( 0 & 1/7). La densité
spectrale de puissance s’annule a toutes les fréquences 1/7.

L’absence de raie a la fréquence 1/T ne permet pas d’extraire directement la fréquence rythme
a la réception. En effet, les transitions sur le signal émis sont les mémes que celles de la séquence

|amta%% (5.4)

'wﬂﬁ—AW< (5.5)
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— NRz
— — RZ bipolaire
—  biphase H
3 4
9_><
. 4
\
N
\ —
\
‘\
N 4
RN S
S ‘ =TT
15 2 25 3

fréquence normalisée fT

F1G. 5.3 — Densité spectrale des codes NRZ, RZ bipolaire et biphase.

binaire. Ainsi lors d’une longue suite de 0 ou de 1, on perd toute information de rythme. En
pratique, pour pallier a cette difficulté, on ajoute périodiquement une séquence pilote composée
de bits connus (séquence avec beaucoup de transition).

5.2.2 Code retour a zéro (RZ) unipolaire

Ce code associe a chaque bit égal & "1" un niveau +A pendant une durée T'/2 puis un niveau
O pendant T'/2. A chaque bit égal & "0" est associé un niveau 0.
Ce code est aussi appelé code RZ 1/2.

x(1)A
®I©|©I®I©I®I®I

e T NN

Fi1a. 5.4 — Signal RZ unipolaire.

La moyenne y de la séquence est égale & 1/2 et la variance centrée o2 est égale a 1/4. Ainsi,
on a :

—+o0 .
”YAA(f):i—F% 6(f—%) (5.6)

1=—00
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et

_AT sin(mw fT/2)

2 fT)2 (5.7)

G(f)

En utilisant les résultats du cas particulier 2 de I’annexe, la densité spectrale de puissance du
code RZ unipolaire est la suivante :

vxx(f) = Afg (Sm;%%?))z 4 f—;:f 5(F - %) (7““;%%2))2 (5.8)

=—00

La raie a la fréquence 1/T permet la récupération de rythme par filtrage.

5.2.3 Code retour a zéro (RZ) bipolaire simple

Ce code associe a chaque bit égal & "1" un niveau +A pendant une durée T'/2 puis un niveau
O pendant T'/2. A chaque bit égal a "0" est associé un niveau -A pendant une durée T'/2 puis un
niveau O pendant T'/2.

x()A

®|©|©|®|©|®|®|
+A | | | |
27 4

F1G. 5.5 — Signal RZ bipolaire.

Par rapport au code RZ unipolaire, la moyenne de la séquence de symbole est nulle. En consé-
quence, la densité spectrale ne comporte plus de spectre de raies. On a 02 = 1 et donc

2 sin(mw 2
Txx(f) = A4T ( ;fgf)) (5.9)

La densité spectrale de puissance du code RZ bipolaire simple est présentée sur la figure 5.3

5.2.4 Code biphase ou Manchester

Ce code associe a chaque bit égal & "1" un niveau +A pendant une durée T'/2 puis un niveau
-A pendant T'/2. A chaque bit égal & "0" on associe un niveau -A pendant 7'/2 puis un niveau +A
pendant T'/2 .

La densité spectrale de puissance de ce code est donnée par 1’expression suivante :

o (sin(nfT/2))*
xx(f) =A TW

La densité spectrale de puissance du code biphase est présentée sur la figure 5.3

Les transitions réguliéres permettent d’extraire simplement I’horloge de synchronisation. Ce-
pendant, 'occupation spectrale se trouve augmentée par rapport au code NRZ.

Ce code est utilisé pour Ethernet.

(5.10)
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x(t) A

|
001 10
t
L >

F1G. 5.6 — Signal biphase.

5.2.5 Code bipolaire ou AMI

Ce code associe a chaque bit égal & "1" successivement un niveau +A (signal s2) et un niveau
-A (signal s3). A chaque bit égal & "0" est associé un niveau 0 (signal s1).

) S A A
+A

y —
A 2=
\/

F1G. 5.7 — Signaux de base du code bipolaire

x(t)A

+ 4 I | |

F1G. 5.8 — Signal bipolaire.

Le code bipolaire est aussi appelé code Alternated Mark Inversion (AMI).

Ce code peut aussi étre décrit en utilisant un diagramme de transition comportant 2 états
distincts Sy et S; comme indiqué sur la figure 5.9.

La densité spectrale de puissance avec un codage bipolaire est donnée par 1’expression suivante :

vxx(f) = A2Tsin?(n fT) < oI T (5.11)

La densité spectrale de puissance du code bipolaire est présentée sur la figure 5.10
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F1G. 5.9 — Diagramme de transition du code bipolaire

— — code bipolaire
—— code de Miller

W)

0 0.5 1 1.5 2 25 3
fréquence normalisée fT

F1G. 5.10 — Densité spectrale des codes bipolaire et de Miller.

Le spectre de ce code ne contient pas de basses fréquences mais occupe une bande plus large
que celle du code NRZ. Il peut étre utilisé lorsque le canal de transmission ne laisse pas passer les
basses fréquences. Le code bipolaire est utilisé dans les raccordements de base du RNIS.

5.2.6 Code de Miller

Ce code associe a chaque bit égal & "1" soit un niveau +A pendant 7/2 puis un niveau -A
(signal s2) soit un niveau -A pendant 7'/2 puis un niveau +A (signal s3). A chaque bit égal & "0"
on associe un niveau -A (signal s4) ou un niveau +A (signal s;). La polarité du signal associé a
un bit égal & "1" est choisie de facon & garantir une continuité avec I'impulsion précédente. La
polarité du signal associé a un bit égal & "0" est choisie de fagon a garantir une continuité avec
I'impulsion précédente si celle-ci portait un bit égal a "1".

Ce code peut aussi étre décrit en utilisant un diagramme de transition comportant 4 états
distincts comme indiqué sur la figure 5.13 [24] .

La densité spectrale de puissance est la suivante [24] :

1
- 2¢)2(17 4 8 cos 8v)

vxx(f) (23 — 2costp — 22 cos2¢p — 12 cos 3¢ + 5 cos 4y

+ 12 cos b5y 4+ 2 cos 69 — 8 cos Ty + 2 cos 8v))

avec ¢ = fT
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LA 2 3 4 A
+A 4 +A +A
t t T t Tt
T T
-A - A A —_—
F1G. 5.11 — Signaux de base du code Miller
x(t)

+A I } I I : I

S % 85 S S8 S5 S
v vV Vv Vv Vv Vv Vv Vv
SSSSS S S S

F1G. 5.12 — Signal correspondant au codage de Miller.

La densité spectrale de puissance du code de Miller est présentée sur la figure 5.10

37

On peut observer que le spectre est étroit autour de la fréquence 0.375/T et ne contient pas
de basses fréquences. Ces deux propriétés sont interessantes lorsque le canal de transmission ne
laisse pas passer les basses fréquences. Ceci justifie 'utilisation de ce code pour l'enregistrement

magnétique.

5.2.7 Code NRZ M-aire

Les codes que nous venons d’étudier sont tous des codes binaires. Les applications majeures
des codes binaires en ligne restent les transmissions en bande de base sur paires torsadées, cables
coaxiaux et fibres optiques. Dans ces applications, I’encombrement spectrale n’est pas un paramétre

trop important.

Nous allons maintenant étudier le code NRZ M-aire qui permet de transporter plusieurs bits

F1c. 5.13 — Diagramme de transition du code Miller
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par symbole et donc d’améliorer 'efficacité spectrale du code. Ce code est également a la base
des modulations numériques en quadrature souvent utilisées pour les transmissions par ondes
modulées.

Comme pour le code NRZ, 'impulsion élémentaire d’'un code NRZ M-aire g(t) a une durée T
et une amplitude +A. Pour un code NRZ M-aire ott M est une puissance de 2, les bits sont groupés
par paquet de logaM bits. Les symboles sont codés suivant Palphabet {£1,43,...,£(M — 1)}.
Ainsi, les symboles peuvent prendre M valeurs différentes.

On a la relation suivante entre T3 la durée de transmission d’un bit et 1" la durée de transmission
d’un symbole :

T = Tylogs M (5.12)
® ©, 0 O ©,0 )
+34 | | R
+4
-4
- 34

F1G. 5.14 — Signal correspondant au codage NRZ M-aire pour M =4, T' = 2T,,.

Si les bits sont indépendants et équiprobables, la moyenne de la séquence de symbole est nulle
et la variance centrée E((ax)?) est égale a :

| M
E((ar)?) = i Z(Qm— 1-M)?
m=1

_ M? -1

3

(5.13)

Finalement, la formule de Bennett permet de calculer la densité spectrale de puissance du code
NRZ M-aire :

2 in(7 2
() = St - (202 (5.14)

La densité spectrale de puissance du code NRZ M-aire pour M = 4 est comparée a celle du
code NRZ sur la figure 5.15

5.3 Canal de Transmission

Le signal émis est de la forme :

o0

z(t)= Y arg(t—kT) (5.15)

k=—o00

Ce signal est ensuite modifié par le canal de transmission qui est en général modélisé par un
filtre linéaire de réponse impulsionnelle ¢(t). De plus, le canal ajoute un bruit blanc gaussien b(t).
Le signal regu r(t) est égal a :
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= = |

T
— — code NRZ
—— code NRZ 4-aire

1.5 2

fréquence normalisée fTb

F1G. 5.15 — Densité spectrale des codes NRZ et NRZ-4 aire.

r(t)

— Tkl g(f)

x(7)

*

0
[

c(t) + b(t)

c(m)x(t — 7)dr + b(t)

Canal de transmission

» ()

b()

r(t)
-
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Nous verrons dans le prochain paragraphe que le signal regu r(t) est ensuite filtré par un filtre
de réception de réponse impulsionnelle h(t). Le signal y(t) apreés filtrage s’écrit alors :

y(t) = r(t) * h(t)

oo

k=—0o0
oo

k=—0o0

() * c(t) * h(t) + n(t)

Z arp(t — kT) + n(t)

> arg(t — kT) = c(t) * h(t) +n(t)

(5.16)

ou * est le produit de convolution. p(t) = g(t) * ¢(t) * h(t) est la réponse impulsionnelle de
I’ensemble filtre de mise en forme+ canal de transmission + filtre de réception.
Dans le domaine fréquentiel, on a la relation P(f) = G(f) x C(f) x H(f)
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5.3.1 Canal a bruit blanc additif gaussien

Le canal a bruit blanc additif gaussien (BBAG) est un canal de transmission dont la réponse
en fréquence C(f) est égale a 1 sur toute la bande du signal émis. Le canal est réduit a un simple
additionneur de bruit blanc gaussien comme présenté sur la figure 5.16. Il permet de modéliser les
canaux dont le bruit prédominant est un bruit thermique (canal de transmission et étage d’entrée
du récepteur).

x(1) \IL 7 (1)
%

b(1)
F1G. 5.16 — Modéle pour le signal regu aprés un canal BBAG

On a la relation suivante entre ’entrée et la sortie du canal BBAG :

r(t) = z(t) + b(t) (5.17)

b(t) est un bruit blanc gaussien de densité spectrale de puissance unilatérale Ny. Sa fonction
de covariance est donnée par :

Rup(1) = E{b(t)b(t — 1)}
_ %5(7) (5.18)

ou §(.) représente 'impulsion de Dirac.

R, (7)4 W (F)a
Ny

2

F1a. 5.17 — Fonction de covariance et densité spectrale de puissance du bruit blanc b(t)

Dans une bande de fréquence limitée B, b(t) est modélisé par un processus aléatoire gaussien
centré dont la densité de probabilité est la suivante :

p(b) = — exp(—%) (5.19)

La puissance de bruit N dans cette bande B est égale & NyB

5.4 Réception optimale pour le canal BBAG

5.4.1 Introduction

Dans ce paragraphe nous allons étudier la structure d’un récepteur optimal. On appelle ré-
cepteur I'ensemble composé des éléments démodulateur et détecteur. Dans ce chapitre, nous nous
restreindrons au cas du détecteur délivrant des symboles estimés.
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Nous concentrerons notre étude sur le récepteur cohérent c’est-a-dire que nous ferons ’hypo-
thése que les paramétres comme la fréquence et la phase des signaux regus sont connus ou ont été
correctement estimés.

5.4.2 Structure du modulateur

On suppose que le codeur de canal délivre des bits groupés par bloc de g bits. On a donc
M = 29 messages différents possibles ¢ € {c1,ca,...,cn}-

Le réle du modulateur consiste a associer a chaque message ¢ = ¢; un signal z;(t), défini sur
I'intervalle fini 0 <¢ < 7T et choisi parmi un jeu de M = 29 signaux.

Le schéma détaillé du modulateur est présenté sur la figure 5.18.

<
Pl

A

I

%(t)

rmmmmmmmmmeeee= | X

XM
M,

< 1

X ()

F1G. 5.18 — Schéma détaillée du modulateur.

Pour transmettre le signal x;(t) associé au message ¢ = ¢;, il suffit d’avoir x; = 1 et z; =
0 Vj+#i

exemple 1 : cas du code en ligne non retour a zéro (NRZ) composé de M = 2 signaux
élémentaires.

X (t)a X, (t )A
E ! >
I :
Es
T t T

F1G. 5.19 — jeu des signaux 1 (t) et x2(t) correspondant a ’exemple 1.

o(t) = z1(t) st ¢=0 (r1=1,20=0)
C\aa(t) sioe=1 (21 =0,20=1)

L’énergie de chaque signal x;(t) entre 0 et T est égale a &g,

T
; = €T; 2 .
£ui = /0 (t)%dt (5.20)
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exemple 2 : cas du jeu de M = 4 signaux biorthogonaux

x1(t) si c¢=00

si ¢=10

x4(t) si c=11

) ( )
) si ¢=01 (z1=0,22=1,23=0,24=0)
) ( )
) ( )

F1a. 5.20 — Jeu des signaux x;(t) i = 1,2, 3 et 4 correspondant a ’exemple 2.

X, (t x,(t) 4
2E, 2E, — -
T T
05T T t 05T T &
X X, (1)
05T T . Y oost T .
t t
) 2Eg 2E, —
T T

Une approche permettant de simplifier le modulateur consiste a représenter les M signaux pos-
sibles x;(t) par des combinaisons linéaires de IV fonctions de base orthonormées f;(¢) et d’énergie
unitaire avec N < M. D’une maniére générale, les fonctions f;(¢) s’obtiennent en appliquant la
procédure d’orthogonalisation de Gram-Schmidst.

Les signaux x;(t) peuvent s’exprimer par :

N

T
2 = / w0 (1) de
0

et ou les fonctions de base fi(t), f2(t), ..., fn(t) sont orthonormeées :

ro L
/ fj(t)fj(t)dt—5j’j—{0 5

Ainsi ’énergie des fonctions de base entre 0 et T" est égale a 1.
L’énergie de chaque signal x;(t) entre 0 et T est égale a &,

L’énergie moyenne &, est donnée par :

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)
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1
s — 3 7Csi 2
&= 3¢ (5.25)

En utilisant cette représentation on obtient le schéma donné sur la figure 5.21.

X2 @
L} Encodeu E Z 4>X (t) =% (t)
i
E
Xn @ ,

fn (D)

F1G. 5.21 — Schéma détaillé du démodulateur.
exemple 1(suite) : cas du code en ligne NRZ M = 2 signaux
Dans cet exemple, N=1 car une seule fonction f;(¢) donnée sur la figure 5.22 suffit pour générer
les deux signaux z1(t) et zo(t) (N = 1).
f(Da

1
T

tr

T

F1G. 5.22 — signal f1(t) pour 'exemple 1.

o(t) = 21(t) = —VEf1(t) si c=0 (w11 =—VEs)
2o(t) = +VEf1(t) si c=1 (w21 = +VEs)

La structure du modulateur est donnée sur la figure 5.23.

x (1)

C 0”_\/'578

_)Xl—>

la+\/§
(1)

F1G. 5.23 — Schéma du modulateur NRZ

Dans cet exemple, la fonction de base f1(¢) correspond a la réponse impusionnelle ¢(¢) du filtre
d’émission. Le schéma du modulateur correspondant est présenté sur la figure 5.24
exemple 2 (suite) : cas du jeu de M = 4 signaux biorthogonaux
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x (1)

C TS o)

1a+\/§

Y

F1G. 5.24 — Schéma du modulateur NRZ

Ici, N=2 est les deux fonctions f1(¢) et fa(t) présentées sur la figure 5.25 permettent de générer
les 4 signaux (N = 2).

(DA f,(0) »
2 2 =
T VT
05T T t 05T T t

F1G. 5.25 — jeu des signaux f1(t) et f2(t) pour Pexemple 2.

r1(t) = —VES1(t) si ¢=00 (z11=—VE, x12=0)
o(t) = o(t) = +VEfi(t) si c=01 (x91 = +VE, 122 =0)
23(t) = —VEfa(t) si =10 (x5 = 0,23 = —V/&)
24(t) = +VE fa(t) si c=11 (w41 = 0,240 = +/E&5)

5.4.3 Récepteur optimal pour un canal & bruit blanc additif gaussien

On considére qu'un des M signaux possibles z;(t) a été transmis sur un canal & bruit blanc
additif gaussien (BBAG) pendant la durée T'.

En entrée du récepteur, on a

r(t) = x;(t) + b(t) 0<t<T (5.26)

ot b(t) est un bruit blanc gaussien de densité spectrale de puissance unilatérale Ny

La réception optimale comprend deux phases : la démodulation optimale qui détermine la
séquence maximisant le rapport signal & bruit et la détection qui a partir de cette séquence estime
c.

Il existe deux structures équivalentes de démodulateur optimal : le corrélateur et le filtre adapté

Corrélateur

Le principe du corrélateur consiste & projeter le signal recu sur les N fonctions de base f;(t).
Le schéma de ce nouveau démodulateur est donné sur la figure 5.26.

Comme les fonctions de base f;(t) sont d’énergie unitaire entre 0 et T' on a relation suivante :



5.4. RECEPTION OPTIMALE POUR LE CANAL BBAG

(1)

F1G. 5.26 — Schéma du démodulateur utilisant les fonctions de base

>

Iy

Yj

0

Ao
S
1

y; (T

)
T
r(t)f;(t)dt

—Q—

H(O)

—(—

®

(8%

T

(8%

T
»,(0) )

(8%

yy(@) T: I

_ / w(t) (0t + / b(t) £ (t)dt

T N T
- / Z: i () F5(8)dt + / b(t) £ (1)t

T
0

N T
= > / Fr () f5(t)dt + / b(t) (1)t

= Tij + 1

avec y; la sortie du "¢ échantillonneur a 'instant 7' et 1 < j < V.

n@ W

45

(5.27)

Le signal recu r(t) est maintenant représenté par un vecteur & N composantes y;. Les termes
n; sont des variables aléatoires relatives au bruit additif du canal de transmission. Ces variables
aléatoires sont gaussiennes car le filtrage linéaire d’un bruit gaussien filtre linéaire ne modifie pas

son caracteére gaussien. Calculons sa moyenne :

et sa variance

(5.28)
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Q
I

)f (w)dtdu]

T [
// (£ — w) £ (1) f(u)dtdu
/f

I
w|z =5

72'
(5.29)

Ainsi, les échantillons de bruit sont centrés et de variance o? = % Ces échantillons sont

également décorrélés et indépendants.
Finalement il nous restera & décider en faveur du signal le plus probablement émis.

On dit que les échantillons yi,...,yy forment un résumé exhaustif du signal r(¢). Ainsi,
on peut résumer l’ensemble de la chaine de transmission par les N équations (5.27). On utilisera
également cette propriété pour simuler les chaines de communications numériques

exemple 1(suite) : pour le signal NRZ, nous avons vu qu’une seule fonction de base f1(t) est
nécessaire. A partir du schéma de la figure 5.26, on dérive le schéma présenté sur la figure 5.27.

T T
r(t) é? J‘( )t yi(t) W

f,(t)

F1G. 5.27 — Schéma du démodulateur NRZ

Soit y; la sortie de I’échantillonneur & I'instant 7. Comme précédemment, nous avons la rela-
tion :

y1=y1(T) (5.30)

T
:/Tmh@ﬁ
0

= /0 x; () f2(t)dt + /0 b(t) f1(t)dt

=xi+n

Le bruit n en sortie de I’échantillonneur est gaussien de moyenne nulle F(n) = 0 et de variance

2 _ No
o° =3t

Pour le signal NRZ, le rapport signal a bruit SN R apreés échantillonnage est :

P, E[xf] N, Pr(X =mz)a?  2?
Comme z? = &, et 02 = J\;‘), on obtient finalement
28
SNR = & (5.32)

0
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Sur la figure 5.28 nous présentons la forme des signaux en sortie du modulateur, du canal et
du corrélateur.

2l i
1k

g of .
-1 i
e : i

I I I I I | | I I
0 05 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5
s i
1F [

2 of I
=y i
2ok : i

I I I I I | | I I
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5
2l i
17 N .

>
1k i
2 : i

I I I I I | | I I
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5
temps

F1G. 5.28 — Signaux en sortie du modulateur, du canal et du corrélateur

Filtre adapté

Au lieu d’utiliser des corrélateurs & la réception pour obtenir les échantillons y;, il est possible
d’utiliser des filtres dont la réponse impulsionnelle est h;(t). La relation entre h;(t) et les fonctions
de base f;(t) est la suivante :

hi(t) = f;(T —1t) avec 0<¢t<T (5.33)

La sortie de chaque filtre s’exprime comme suit :

= /t r(t)h,(t — T)dr
0
= /0 r(t)f;(T —t+1)dr

Si on échantillonne la sortie des filtres a l'instant 7', on retrouve la relation précédente :

T
y(T) = / r(8)f;(r)dr
—y, (5.34)

Nous avons ainsi montré que la sortie des filtres h;(t) & I'instant ¢ = T est identique & celle de
la structure avec corrélateur.
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Les filtres de réponse impulsionnelle h;(t) sont appelés filtres adaptés aux fonctions de base
f;(t) définies pour 0 < ¢ <T.

On peut démontrer que 'utilisation de filtres adaptés permet de maximiser le rapport signal a
bruit et par conséquence de minimiser le taux d’erreurs.

Le schéma du démodulateur est donné sur la figure 5.29.

T
X0) M N

v

T
by |20 - 3

A4

(1)

A

T
Nt N
- Yu(0) ) y

F1G. 5.29 — Schéma du démodulateur avec filtres adaptés

Il est important de souligner que le rapport signal & bruit en sortie d’un filtre adapté ne dépend
pas de la forme du signal mais de son énergie !

exemple 1(suite) :
Pour le cas du code en ligne NRZ, la réponse impulsionnelle h(t) du filtre adapté est la suivante :
h(t)=g(T —1t) (5.35)

ot g(t) est la réponse impulsionnelle du filtre d’émission.
Le schéma de la chaine avec filtre adapté est présenté sur la figure 5.30

.
{0 ooy | %O %

\4

F1G. 5.30 — Schéma de la chaine NRZ avec filtre adapté
L’utilisation d’un filtre adapté a la place du corrélateur donne exactement le méme résultat.

Détecteur optimal

L’objectif du détecteur optimal est de déterminer le symbole qui a été le plus vraisemblablement
émis 2.

Soit le symbole z envoyé dans un canal discret stationnaire sans mémoire de densité de proba-
bilité conditionnelle p(y/x) et y 'échantillon regu apreés filtrage adapté.

Un détecteur mazimum a posteriori (MAP) cherche parmi tous les symboles possibles z, le
symbole estimé & pour lequel la probabilité conditionnelle Pr(z]y) est la plus grande.

& = argmax Pr(z|y) (5.36)
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En utilisant la loi de Bayes, on peut écrire :

Pr(ylz)Pr(x)
Pr(y)

Si nous faisons I’hypothése que tous les symboles sont équiprobables, et comme le dénominateur
Pr(y) est commun a tous les symboles, le message estimé & est le message pour lequel la probabilité
conditionnelle Pr(y|x) est la plus grande.

Pr(zly) = (5.37)

& = argmax Pr(y|z) (5.38)

Un détecteur utilisant ce critére est appelé un détecteur & mazimum de vraisemblance (maxi-
mum likelihood en anglais ou ML).

La recherche du message le plus probable implique donc que le détecteur ML calcule les dis-
tances euclidiennes entre I’échantillon regu et les échantillons correspondant & tous les symboles
possibles.

Ainsi, lorsque les messages sont équiprobables, les détecteurs MAP et ML sont identiques.

5.4.4 Calcul du taux d’erreurs binaires pour un signal NRZ sur un canal
a bruit blanc additif gaussien

Pour évaluer les performances d’une chaine de transmission numérique, il est important de
déterminer le taux d’erreurs binaires en fonction du rapport signal & bruit. Dans ce paragraphe,
nous considérerons le cas d’un code en ligne NRZ.

Soit une transmission par codage en ligne NRZ sur un canal BBAG, nous avons vu dans le
paragraphe précédent qu’il est possible d’exprimer la sortie échantillonnée y du récepteur optimal
comme suit :

y=z+n (5.39)
ou x = ++/Fy car T = Ty, . On rappelle que dans le cas du code NRZ, I’énergie par bit est
égale & I'énergie par symbole Ej, = Ej.
Comme le bruit est stationnaire, n est une variable aléatoire gaussienne d’écart type o et
centrée dont la densité de probabilité est la suivante :

o) = e { - 157} (5.40)

Le détecteur ML réalise simplement 'opération de décision suivante :

i y<
a_{o SYss (5.41)
1 si y>s

Cette opération se résume ici a un simple seuillage par rapport au niveau s.
La probabilité que Pamplitude de 1’échantillon regu y soit inférieure a s sachant que ¢ =1 (et
donc & = ++/E} est égale a :

- vVE)* }dy (5.42)

1 S
p(y < sl =+ Ep) = N> exp{ — 52

Cette probabilité est égale a la probabilité de décider en faveur de & = —+/E} alors que x =
+VEp a été transmis. Cette probabilité d’erreurs par paire est notée p(z = +vEy, — & = —/E})

pl=+VE, —i=—VE)=py<slz=+VE) (5.43)
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De méme, la probabilité que ’amplitude de I’échantillon y soit supérieure au seuil de décision
s sachant que ¢ =0 ( et donc x = —/E}) est égale a :

+o0 2
ply > sle = —/Ey) = \/2;7/5 exp{ - %}dy (5.44)

La probabilité d’erreurs par bit ou taux d’erreurs bit (TEB) est alors le suivant :

TEB = Pr(erreur bit)
= Z Pr(z = a, erreur bit)

= Z Pr(z = a)Pr(erreur bit | x=a)

= Pr(z =+ Ep)p(x = + Eb—>§:——\/E_b)+Pr(x——\/Fb)p(x_—\/E_b—>£_(+ Ey)
5.45)

Nous ferons I’hypothése que les bits émis sont équiprobables. On a :
Pr(c=1)=Pr(c=0)=Pr(zx =++vEy) = Pr(x = —+E,) =0.5 (5.46)

La densité de probabilité p(y) a alors la forme suivante :

p(y)

SN N

-JE wE

F1a. 5.31 — densité de probabilité p(y)
Le seuil de décision est donc placé exactement entre ++/ Ep et —v/ Ep : s = 0.

Le taux d’erreurs binaires devient alors :

TEBZO.E)p(CL':-i- Ey —1=— Eb)+0.5p($=—\/Eb—>i=+ Eb)

+oo 2
_ ! exp - WEVE)
V2mo2? Jo 202

; ; _ y+HVE _ dy : .
Faisons un changement de variable z = NP dz = Ta On obtient alors :

1 [t
TEB = — —223%d 5.48
ﬁ/.ww eXp{ : } : (548)
Fonction d’erreurs

On trouve dans la littérature deux fonctions d’erreurs :
e 'aire soutendue par la courbe normale canonique de a & oo :

1 e z
Q(a) = E/a exp{ — i}dz (5.49)

(5.47)
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e les fonctions erf et erfc (erf complémentaire) :

_2 exp(—2?)dz
erf(a) = ﬁ/—oo p(—2z%)d (5.50)
“+o00
erfc(a) =1 — erf(a) = %/ exp(—22)dz (5.51)

06 aire de la surface
grisée=1

F1G. 5.32 — fonctions erf et erfc

La fonction erfc(a) existe dans Matlab sous le nom : erfc(a).
On passe de la fonction erfc(a) a la fonction Q(a) en utilisant la relation suivante :

Qla) = %erfc (%) (5.52)

En utilisant la relation (5.48) et 02 = %, on obtient finalement la relation suivante entre le
taux d’erreurs bit et le rapport signal & bruit :

_ 1 &
TEB = §erfc{ Fo} (5.53)

La courbe du taux d’erreurs bit en fonction du rapport Ep, /Ny est présentée sur la figure (5.33).

5.4.5 Probabilité d’erreurs par paire : cas scalaire

Soient deux symboles z; et x; dont la distance euclidienne est d(x;,x;). Pour un canal BBAG,
la probabilité Pr(z; — x;) que y soit plus prés de z; que du symbole transmis z; est donnée par :

Pr(z; — zj) = %erfc(%) (5.54)

Dans le cas du code NRZ, la distance euclidienne est égale & 24/ FEj. On retrouve bien I’expression
du taux d’erreurs binaires décrit par 'équation (5.53) lorsque les symboles sont équiprobables.
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| a | erfc(a) [ a | erfc(a) [ a | erfc(a) |
0.0 1.0000e+-000 1.7 1.6210e-002 3.4 1.5220e-006
0.1 8.8754e-001 1.8 1.0909e-002 3.5 7.4310e-007
0.2 7.7730e-001 1.9 7.2096e-003 3.6 3.5586e-007
0.3 6.7137e-001 2.0 4.6777e-003 3.7 1.6715e-007
0.4 5.7161e-001 2.1 2.9795e-003 3.8 7.7004e-008
0.5 4.7950e-001 2.2 1.8628e-003 3.9 3.4792e-008
0.6 3.9614e-001 2.3 1.1432e-003 4.0 1.5417e-008
0.7 3.2220e-001 24 6.8851e-004 4.1 6.7000e-009
0.8 2.5790e-001 2.5 4.0695e-004 4.2 2.8555e-009
0.9 2.0309e-001 2.6 2.3603e-004 4.3 1.1935e-009
1.0 1.5730e-001 2.7 1.3433e-004 4.4 4.8917e-010
1.1 1.1979e-001 2.8 7.5013e-005 4.5 1.9662e-010
1.2 8.9686e-002 2.9 4.1098e-005 4.6 7.7496e-011
1.3 6.5992e-002 3.0 2.2090e-005 4.7 2.9953e-011
1.4 4.7715e-002 3.1 1.1649e-005 4.8 1.1352e-011
1.5 3.3895e-002 3.2 6.0258e-006 4.9 4.2189e-012
1.6 2.3652e-002 3.3 3.0577e-006 5.0 1.5375e-012

TAB. 5.1 — table de la fonction erfc.

5.4.6 Calcul du taux d’erreurs symboles pour un signal NRZ multi-
niveaux

On considére que les symboles prennent leurs valeurs dans alphabet {+A, +3A, ..., £(M —
1)A}. L’amplitude des symboles est alors définie comme suit :

An=02m—-1-—M)A avec m=12,....M (5.55)

Exemple : M =4
L’énergie moyenne par symbole est égale a :

(5.56)

Le calcul exact du taux d’erreurs symbole est assez compliqué car il est nécessaire de tenir
compte de tous les types d’erreurs possibles. Nous nous contenterons d’une approximation ne
tenant compte que des cas ou l’erreur symbole provient d’une décision en faveur du symbole
adjacent. On a 2(M — 1) paires de points adjacents et la distance euclidienne entre ces points est
égale a 2A. Ainsi, le taux d’erreurs symbole (TES) est égal a :

2M 2v/No

M—1 f 3 FEs
= erjJc ——
M M2 1N,

M-1 3logaM Ej

— 2(M_1)erfc< 24 )
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TEB
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10

~
©
©

10
F1G. 5.33 - TEB = f(Ep/Np) pour un code NRZ sur canal BBAG.

1 Az A3 A4

L - )

M=4 5
A A +A +3A

F1G. 5.34 — Amplitude des symboles pour un signal NRZ M = 4 niveaux.

Ce résultat est a comparer & celui du code NRZ.

Pour déduire le taux d’erreurs bit & partir du taux d’erreurs symbole, il faut déterminer le
nombre d’erreurs bit qu’engendre une erreur symbole. Nous verrons que lorsqu’un codage de Gray
est appliqué sur les symboles, une erreur symbole n’implique qu’une erreur bit et on a alors :

TES
logo M

TEB = (5.58)

5.5 Critére de Nyquist

5.5.1 Introduction

Jusqu’a présent nous avons considéré des transmissions numériques sur des canaux a bande
passante infinie. Dans beaucoup d’applications (modems téléphoniques, liaisons hertziennes et
satellitaires, communications radiomobiles, ...), la largeur de bande est limitée et le probléme
consiste a transmettre le débit le plus élevé possible dans une bande de fréquence donnée.

Si la bande du signal émis est limitée, la forme de 'impulsion élémentaire g(t) est de durée infi-
nie. Le probléme consiste donc a choisir cette forme d’onde pour pouvoir reconstituer parfaitement
a la réception les échantillons émis a la cadence symbole de 1/7.

5.5.2 Interférence entre symboles

Nous avons vu que la sortie du filtre de réception peut s’écrire
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y(t) = r(t) = h(t)
= z(t) x c(t) * h(t) + n(t)

= Z a;g(t —iT) * c(t) * h(t) + n(t)
- ‘Z aip(t —iT) + n(t) (5.59)

avec p(t) = g(t) x c(t) = h(t) et n(t) = b(¢t) = h(t)
On échantillonne y(t) aux instants t = kT 4+ 7 (7 est un délai permettant d’ajuster I'instant
optimal d’échantillonnage)

+oo
y(kT) = _Z aip(kT —iT) + n(kT)
1=—00 o
= ap(0) + > aip((k — )T) + n(kT) (5.60)

i#k

Cette expression est composée de 3 termes :

Le premier terme est proportionnel au k**™¢ symbole transmis

Le second terme est la contribution de tous les autres symboles transmis sur 1’échantillon y(kT).
Ce terme est appelé 'interférence intersymbole.

Le troisiéme terme est la contribution du bruit

Comme le second et le troisiéme terme diminuent les performances du systéme de transmission,
nous devrons choisir les filtres d’émission et de réception afin de les minimiser.

5.5.3 Diagramme de I’ceil

Le diagramme de 1’ceil permet de visualiser les interférences intersymboles. Il consiste a super-
poser toutes les sections de durée T du signal y(t). Un exemple est présenté sur la figure 5.35 pour
un signal NRZ filtré par un filtre en cosinus surélevé.

15 T T T T T T T T T 2

amplitude

- I I I I I I I I I I I I I I I I I
-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 o 0.1 02 0.3 0.4 05 0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 o 0.1 0.2 03 0.4
temps temps

Fi1G. 5.35 — Diagramme de ’ceil d’un signal NRZ filtré par un filtre en cosinus surélevé o = 1 et
a=0,35

La figure 5.36 illustre graphiquement ’effet de 'interférence intersymbole et du bruit sur le
diagramme de I'ceil. On peut noter en particulier que méme en absence de bruit, I'interférence in-
tersymbole tend a fermer le diagramme de I'ceil et donc a rendre plus difficile la décision (amplitude
et instant d’échantillonnage).
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instant d'échantillonnage
optimal

Y

ge de bruit

largeur d'ouvefture de l'oeil

F1G. 5.36 — Diagramme de ’ceil

5.5.4 Critére de Nyquist

Pour garantir I’absence d’interférence intersymbole, on doit avoir la condition suivante sur la
forme d’onde p(t) :

p(KT) = {(1) o k=0 .01
On peut vérifier qu’avec cette condition, I’équation (5.60) devient :
y(kT) = ax, + n(kT) (5.62)
Dans le domaine fréquentiel, le critére de Nyquist devient [24] :
= i
i_zmp(er T) =T (5.63)

Soit B la bande passante du canal de transmission ( C(f) = 0 pour f > B).
Discutons de la faisabilité de réaliser le critére selon la largeur de bande B par rapport a la
durée de la période symbole T' comme présenté sur la figure 5.37

- Si 5 > B, alors il n’existe pas de filtre G(f) et H(f) tel que P(f) = G(f)C(f)H(f) satisfait
au critére de Nyquist

- Si % = B, il existe une solution possible : P(f) doit étre la réponse d’un filtre passe-bas
parfait de fréquence de coupure B :

T si B=
P(f) = { > i< = (5.64)
0 sinon
La réponse impulsionnelle associée est :
sin(wt/T)
)= ——F——+= 5.65
o) == (5.65)

Elle est présentée sur la figure 5.38. Il faut préciser que le filtre passe bas parfait n’est pas
physiquement réalisable.

- Si 5= < B, alors il existe une famille de filtre G(f) et H(f) tel que P(f) = G(f)C(f)H(f)
répond au critére de Nyquist. Les filtres appartenant & cette famille doivent satisfaire la condition
suivante :
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o 1
P(f +i/T) cas_—->B

A Z;o 2T

. S ! i A > f
B T
A
T cas L =B
2T

B=1/2T 1T

1
cas—<B
T 2T

[ XA\

B 1T -

F1G. 5.37 — Réponses > . P(f +i/T) pour 1/2T > B, 1/2T'= B et 1/2T < B

P(f)+ P<f - %) =T (5.66)

5.5.5 Le filtre en cosinus surélevé

La fonction de transfert d’un filtre en cosinus surélevé est la suivante

T si 0<|[f] <2
P(f) = Tcos2{ﬁ(2fT—(l—a))} si 12_—T°‘<|f|<12+—T°‘ (5.67)
0 si |fl > 5

a est le facteur d’arrondi (roll-off en anglais) et est compris entre 0 (filtre passe-bas parfait
- diagramme de 1'ceil le plus fermé) et 1 (bande passante maximale - diagramme de Uceil le plus
ouvert). En pratique cette valeur est choisie entre 0.22 et 0.35.

La réponse en fréquence du filtre en cosinus surélevé est présentée sur la figure 5.39.
On peut vérifier que cette fonction de transfert satisfait le critére (5.66).
La réponse impulsionnelle p(¢) est la suivante :

_ sin(nt/T) cos(ant/T)
wt)T 1 —4a2t2)T?2

p(t) (5.68)

Lorsque le canal de transmission est un canal & bruit blanc additif gaussien ( C(f) = 1 dans
bande considérée), on a P(f) = G(f)H(f). Afin de maximiser le rapport signal a bruit a la
réception, nous avons vu que le filtre de réception doit étre le filtre adapté au filtre d’émission.
Ainsi, en pratique, on scinde le filtre en cosinus surélevé en deux filtres identiques appelés filtres
en racine de cosinus surélevé :
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F1G. 5.38 — réponse impulsionnelle du filtre passe-bas parfait

JT § o< |fl< e
Gf) = H(f) = \/TCOS{ﬁ@fT— a —a>>} Sz |f] < e
0 si|f] > e

57

(5.69)
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0.8

0.6

Fi1G. 5.39 — réponse en fréquence du filtre en cosinus surélevé



Chapitre 6

Introduction aux modulations
numeériques

L’opération de modulation consiste & adapter le signal a émettre au canal de transmission. Elle
a pour effet de translater le spectre du signal autour d’une fréquence porteuse.

6.1 Modulation & déplacement d’amplitude

La modulation a déplacement d’amplitude (MDA) ou pulse amplitude modulation (PAM) en
anglais établit une correspondance entre les symboles aj et le signal modulé comme suit :

o(t) = Y ap(t —kT)
k=—oc0
= Z arg(t — kT)cos(wot) (6.1)
k=—o0

g(t) et p(t) = g(t)cos(wot) sont les formes d’onde du signal respectivement avant et aprés la
modulation.

Comme pour le code en ligne NRZ multiniveaux, les symboles aj, prennent leurs valeurs dans
Palphabet {£d, +3d,...,+=(M — 1)d}.

Le signal z(t) peut également s’écrire sous la forme suivante :

x(t) = i %{akg(t - kT)ej“’“t} (6.2)

k=—o0

Une représentation géométrique des signaux PAM pour M = 4 et M = 8 est donnée sur la
figure 6.1

Sur le canal gaussien, le taux d’erreurs symbole est donné par :

M1 3logo M Ey
TES = 7 erfc<1/M2_1N0> (6.3)

Le codage de Gray consiste a choisir les mots binaires associés & deux points adjacents afin qu’ils
ne different que d’un seul bit. Ainsi, une erreur symbole entre deux points adjacents n’engendre
qu’une erreur bit sur les loga M bits du mot binaire.

exemple : M =4: (00 - 01), (01 - 11) et (11 - 10).

99
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00 01 11 10
=4 S N
-3d -d +d +3d

000 001 011 010 110 100 101 111
M=8 v - - - - - - -
-7d  -5d -3d -d +d +3d +5d +7d

F1a. 6.1 — constellation d’une modulation PAM pour M =4 et M = 8.

Si on utilise un codage de Gray, on a donc la relation suivante entre le taux d’erreurs bit et le
taux d’erreurs symbole :

TES

TEB =
logo M

(6.4)

6.2 Modulation a déplacement de phase

La modulation & déplacement de phase (MDP) ou phase shift keying (PSK) en anglais consiste
a moduler la phase de la porteuse ¢ par le symbole a transmettre by, :

x(t) = Z Ag(t — kT )cos (wot + % + ¢0>

k=—o0
= Z Ag(t — kT)cos (wot + or + ¢0> (6.5)
k=—oc0

b €{0,1,..., M — 1} et g(¢) est la forme d’onde du signal en bande de base. ¢ est une phase
de référence. On choisit en général ¢g = /M.

M =4 - : ) 3
exemple : M =4 : la phase ¢ peut prendre les valeurs suivantes : 0, 5,7 et 5.
Le signal z(t) peut également s’écrire sous la forme suivante :
o .
x(t) = Z %{akg(t - kT)eJ“"’t} (6.6)
k=—oc0

avec

ap = Aexp {j<2$[bk +¢0>}

Une représentation géométrique des signaux PSK pour M =4 (QPSK) et M = 8 (8PSK) est
donnée sur la figure 6.2

6.3 Modulation d’amplitude de deux porteuses en quadra-
ture
La modulation d’amplitude de deux porteuses en quadrature(MAQ) ou quadrature amplitude

modulation (QAM) en anglais consiste & moduler simultanément Pamplitude et la phase de la
porteuse par le symbole & transmettre ay, :
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A
//—_\\\
01 »( 00
/ \
/ \
= | |
4 \ / >
\ /
AN
- _ 10
n>—4 -
o T oo
P
~ ~
\
010, 1000
-8 b ]
- |
\ / >
\ s 111
110 \ /
\.\_-—‘/
100 101

F1G. 6.2 — constellation d’une modulation PSK pour M =4 et M = 8.

z(t) = Z %{akg (t — kT e]“’ot}

= Z 3‘%{ (aff + jal)g t—kT)ej‘”“t}
k=—oc0
= Z alg(t — kT)coswot — alg(t — kT)sinwot
k=—oc0
= Z vpg(t — kT)cos(wot + ¢r) (6.7)
k=—o0
ou
ol
ve =/ (@) +(a))> et gy =arctanp
A

Cette modulation permet de réaliser des transmissions numériques d’efficacité spectrale élevée.

Une représentation géométrique des signaux QAM pour M = 4 M = 16 est donnée sur la
figure 6.3

Nous pouvons observer que la modulation Q AM4 est identique & la modulation a déplacement
de phase a 4 états de phase QPSK.

Nous allons maintenant déterminer le taux d’erreurs symbole d’une modulation QAM. Soit
k = logaM le nombre de bits par symbole.

Pour les constellations rectangulaires (M = 2F), avec k pair, la modulation QAM est équi-
valente & deux modulations PAM en quadrature ayant chacune v M = 2¥/2 points. Comme les
signaux en phase et en quadrature peuvent étre parfaitement séparés a la démodulation, le taux
d’erreurs symbole TES d’une modulation QAM peut s’obtenir aisément a partir du TES de la mo-
dulation PAM composée de v/M points. Alors le TES de la modulation QAM s’exprime comme
suit :
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A a,
DS S— 200
=4 »a;
B 10
I
A a
0001 0011 0010 0000
O (@] O O
1001 1011 1010 1000
M=16 o o o o R
a
>
1101 1111 1110 1100
O (@] o O
0101 0111 0110 0100
O Q o] C

F1G. 6.3 — constellation d’une modulation QAM4 et QAM]I6.

TES=1—-(1—-TESp /1) (6.8)

ou TESp 4y, 57 est le taux d’erreurs symbole de la modulation PAM avec la moitié de la
puissance moyenne d’une modulation QAM équivalente :

1 3logaM E
TES =(1-—= —_ 6.9
PAM~NM < \/M)erfc< 2(M_1)NO> ( )
La relation (6.8) peux alors s’écrire comme suit :
1 3logaoM Ej 1 1 3logoM Ej
TES=2(1—— |erfc —_— ——|1——=Jerfc —_ 6.10
( \/M> d ( 2(M—1)No> 2( \/M> / ( 2(M—1)N0> (6.10)

Pour la modulation QAM 4, on obtient par exemple :

2 2
. 1 Eb o Eb 1 Eb
TES=1- <1 — gerfc< E)) = erfc( FQ) — Zerfc( E) (6.11)

Par ailleurs avec un codage de Gray, le taux d’erreurs bit pour la modulation QAM 4 est égal

TEB = %erfc( %) (6.12)

En négligeant le second terme de (6.11), on retrouve la relation TEB = TES/logeM = TES/2



Chapitre 7

Introduction au codage de canal

Communication links transmit information from here to there. Computer memories transmit information
from now to then. E.R. Berlekamp

7.1 Introduction

Dans ce cours, nous allons déterminer les limites de communication sans erreur dans un canal
bruité. Nous introduirons tout d’abord différents modéles de canaux de transmission. Puis nous
nous interesserons a la capacité de ces différents canaux de transmission et au théoréme du codage
de canal.

7.2 Modéle de canaux de transmission

7.2.1 Le canal binaire symétrique

Le canal binaire symétrique est le canal le plus simple possible puisque ’entrée et la sortie du
canal sont binaires.
Ce canal est représenté par le graphe suivant :

I—p
Fia. 7.1 — canal binaire symétrique
Ce canal est caractérisé par les 2 probabilités de transition suivantes :

P(Y =0|X =1)
PY=0X=0)=PY =1X=1)=1-p (7.1)

I
’)i
)-<

|
=

|
(@)

|

p est appelé la probabilité d’inversion.

63
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P(X) | | P(Y|X) |X:O | X =1 |
X=0 q Y =0 1—-p P
X=1 1—¢ Y=1 p l-p

On définit également les probabilités a priori P(X =0) =qet P(X =1)=1—gq.
En utilisant la loi de Bayes, on peut calculer P(X,Y) et P(Y) :

P(X,Y) | Y =0 |y =1 | P(Y) | |
X =0 «1—p) ap Y =0 g1 —p)+(1—qg)p
X=1 (1-g)p (1-¢)(1—p) Y=1 gp + (1-q)(1 —p)

Le canal binaire symétrique est sans mémoire : soit X et y respectivement les séquences d’entrée
et de sortie composées de n bits du canal : x = [x1,Z2,...,2,], ety = [y1, Y2, - - ., Yn]|. La relation
suivante justifie ’absence de mémoire dans le canal :

PYi=yi,....Yo=yalX1 =21, Xp = 20) = [[ PV = 0il X = 2:)

=1

La probilité conditionnelle jointe est le produit des n probabilités conditionnelles P(Y = y;| X =

L’entropie de la source est :
H(X) = —qlogyq — (1 — q)logy(1 —q) (7.2)

Calculons H(X]Y) :

H(X[Y)=—P(X =0,Y = 0)log,(P(X = 0]Y = 0))
—P(X=0,Y =1)logy(P(X =0]Y =1))
—P(X =1,Y =0)logy(P(X = 1]Y =0))
—P(X=1Y =1)logy(P(X = 1]Y = 1))
(7.3)

Sur la figure 7.2 nous présentons les courbes H(X|Y) = f(g) pour un canal binaire symétrique
avec p=0.1, 0.2 et 0.5.

Sig=0,5alorson a:

H(X|Y) = —plogy(p) — (1 — p)logy(1 — p) (7.4)

7.2.2 Canaux discrets sans mémoire

Le canal binaire symétrique est un cas particulier de la famille des canaux discrets sans mémoire.
Les symboles en entrée de ce canal sont M-aire et les symboles en sortie sont N-aire. Il est décrit
par un ensemble de NM probabilités conditionnelles de la forme P(Y = y;|X = x;) = p;j. Ce
canal est décrit par le graphe de la figure 7.3.
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HXIY) : : : : : : :
1+ p=0.5
0.9
08 :
p=0.2
0.7
0.6~
05 : +p=0.1
0.4
03
0.2~
0.1
° I I I I I I I I I
[ 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1
probabilité q

F1G. 7.2 — entropie conditionnelle H(X|Y") en fonction de g et p

7.2.3 Canal a bruit blanc additif gaussien

Le canal & bruit blanc additif gaussien est le canal a alphabet de sortie continu le plus impor-
tant. Il permet de modéliser les canaux dont le bruit prédominant est le bruit thermique. Nous
considérerons que la bande occupée par le signal en entrée du canal est en bande de base limitée
a B et que le bruit additif est stationnaire, blanc, gaussien et de densité spectrale de puissance
unilatérale Ny. La puissance du bruit N est égale a :

N = NyoB (7.5)
A la réception, le démodulateur optimal comprend un filtre adapté limitant la bande de bruit
a B.
Le théoréme de I’échantillonnage implique que 2B7T échantillons suffisent pour représenter les
signaux en entrée et en sortie du démodulateur pendant une durée T'.
Considérons une modulation bipodale ou les symboles émis x; & 'instant ¢ peuvent prendre les

amplitudes les valeurs ++/E ou —v/Ep.
A Tinstant 4, on peut exprimer la sortie y; du démodulateur optimal comme suit :

Yi = Ti + 0 (7.6)

n; est ’échantillon réel de bruit blanc centré dont la densité de probabilité est gaussienne :

(1) = e (22 ) &
i) = Pl —~- )
b 7TNO P NO
La variance de I’échantillon de bruit n; est égale a :
s N N
2B 2

Ainsi la densité de probabilité de y; conditionnellement & x; est :

x| - M} (78)

1

7.3 Capacité d’un canal de transmission

7.3.1 Introduction

Cherchons a résoudre le probléme suivant : supposons que ’on transmet 1000 bits par seconde
(bits équiprobables P(X = 0) = P(X = 1) = 1) dans un canal binaire symétrique de paramétre
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P11
T Y1
T2 Y2
X Y
X
Yj

TMm

PMN YN

F1G. 7.3 — canal discret sans mémoire

p = 0.1. Quel est le débit d’information maximum qu’il est possible de transmettre ? on pourrait
penser que ce débit est égal & 900 Sh/s en soustrayant le nombre d’erreurs par seconde. Cependant
cette vue simpliste est erronée car nous ne connaissons pas la position de ces erreurs. Par exemple,
dans le cas extréme ou p = 0.5, nous avons en moyenne 500 erreurs par seconde et aucune
information n’est transmise!

Essayons maintenant de répondre a cette question.

7.3.2 Capacité d’un canal de transmission

Nous noterons X et Y les variables aléatoires associées respectivement a ’entrée et a la sortie
du canal.

définition 1 : On définit la capacité d’'un canal de transmission par :

C=maxI(X,Y) (7.9)

Ainsi, la capacité d’'un canal de transmission est le maximum de I'information mutuelle moyenne.
Nous verrons plus tard que la capacité telle qu’elle est définie ci-dessus est égale au plus grand

nombre de bits d’information qui peuvent étre transmis sur le canal avec un taux d’erreurs aussi
faible que possible.

Considérons tout d’abord le cas ou le canal de transmission est dépourvu de bruit. Dans ce
cas, sa capacité est la quantité d’information moyenne maximale que peut transporter chacun des
symboles en entrée du canal.

La capacité C s’exprime en Shannon/symbole . Il est également possible de Uexprimer en
Shannon/seconde (on parle alors de capacité par unité de temps). Pour la distinguer de la capacité
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par symbole, nous noterons cette derniére C’. On a :
C'=Cx Dy avec Dy débit symbole de la source (7.10)

En absence de bruit, la capacité C' du canal est égale a log, Q. En effet, la quantité d’information
moyenne maximale s’obtient lorsque ’entropie de la source est maximale soit lorsque les symboles
Q@-aire de la source sont équiprobables. On a alors :

CZHMAx(X)ZIOgQQ (711)

En présence de bruit, on a C < Hyrax(X). Pour calculer la capacité du canal de transmission,
il faut déterminer la quantité d’information moyenne perdue dans celui-ci. Nous avons vu pré-
cédemment que H(X|Y) mesure 'incertitude résiduelle sur X connaissant Y. Pour une bonne
communication il est souhaitable que cette quantité soit nulle ou négligeable.

La maximisation est réalisée sur ’ensemble de toutes les sources possibles. Si le canal est
sans mémoire, cette maximisation est effectuée sur ’ensemble des probabilités p; d’apparition des
symboles d’entrée.

H(X|Y) correspond a la quantité d’information moyenne perdue dans le canal.

Lorsque le canal est sans bruit, on a H(X|Y) = H(X|X) = 0 et donc C = Hprax(X). On
retrouve la relation ( 7.11).

| H(X,Y) |

| H(X) |

HXT 30 [(X,Y) | H(Y) |
] H(le) =0 ‘ [(X,Y) ‘

F1G. 7.4 — cas C = Hyax (X)

Lorsque le canal est tellement bruyant que X et Y sont indépendants, on a H(X|Y) = H(X).
Dans ce cas particulier la capacité du canal de transmission est nulle C' = 0.

H(X,Y) |

H(X I(X,Y)=0

|
B »(A}H | H(X) |
- | HXJY)=H(X)

Fic. 7.5—-cas C =0

Lorsque l'entropie de la source est égale & Hpyrax (X), H(X|Y) ne dépend plus que du canal
de transmission utilisé. Si H(X|Y) est non négligeable (cas du canal bruyant), il ne sera pas
possible d’effectuer une communication sans erreur en reliant directement la source au canal de
transmission. Il faut donc placer un élément appelé codeur de canal entre la source et le canal de
transmission. La figure 7.6 présente le nouveau systéme de communication comprenant un codeur
de canal, le canal bruité et un décodeur de canal.

Pour ce nouveau systéme, on peut définir I'information mutuelle moyenne I(U,V) = H(U) —
H(U|V). Le role du codage de canal est de rendre la quantité d’information moyenne H (U|V') aussi
faible que souhaité. Il est alors possible de transmettre au travers de ce canal bruité une quantité
d’information moyenne H (U) avec le critére de qualité souhaité. Bien entendu, on a H(U) < H(X)
a cause de la redondance apportée par le codage de canal.

Nous allons maintenant énoncer le théoréme fondamental du codage de canal.
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U X Y 14
———>| CODEUR > CANAL > DECODEUR [—— >
H(U) H(X) I(X,Y) (U, V)

F1G. 7.6 — systéme de communication avec codage de canal

7.3.3 Théoréme fondamental du codage de canal

Il existe un codage de canal permettant de garantir une communication avec un taux d’er-
reurs aussi faible que souhaité a la condition que la quantité d’information moyenne entrant dans
lensemble codeur-canal-décodeur soit inférieure a la capacité C' du canal [27] :

HU)<C (7.12)

En multipliant les deux termes de cette inégalité par D, le débit de la source on obtient
I'inégalité entre le débit maximum d’information binaire D et la capacité par unité de temps :

Dy < c’ (7.13)

La démonstration de ce théoréme est basée sur le principe du codage aléatoire. Les travaux
de Shannon ne donnaient pas de solution pour réaliser pratiquement un codeur et un décodeur.
Depuis 1948, les chercheurs ont proposé des codes correcteurs d’erreurs et des algorithmes de
décodage de complexité raisonnable permettant de s’approcher de cette limite théorique. Ce n’est
qu’en 1993 avec la découverte des Turbo codes [3] et en 1995 avec la redécouverte des codes LDPC
[?] qu’il a enfin été possible de s’approcher & moins de 1 dB de cette limite.

7.3.4 Capacité d’un canal binaire symétrique

Le canal binaire symétrique est simplement décrit par la probabilité d’erreur p.
Sur la figure 7.7 nous présentons les courbes I(X,Y) = f(¢q) pour un canal binaire symétrique
avec p=0.0,0.1, 0.2 et 0.5.

1(X,Y)

1k 4

0.9 : N . 4

0.8 b

0.7 b

0.6~ b

0.5

0.4

0.3

0.2~

0.1

p=0.5

0 I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

probabilité q
F1a. 7.7 — information mutuelle I(X,Y") en fonction de g et p

Nous pouvons voir sur cette figure que 'information mutuelle est maximisée lorsque les pro-
babilités d’entrée sont identiques : P(X =0) =P(X =1) =¢=1/2.
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Sur la figure 7.8 nous présentons la courbe I(X,Y) = f(p) pour un canal binaire symétrique
avec ¢=0.5. On a alors :

I(X,Y) = H(X) - H(X[Y) =1+ plogy(p) + (1 — p)logy(1 — p) (7.14)

Comme attendu, I'information mutuelle est maximale lorsque p = 0. Ainsi la capacité du canal
binaire symétrique est égale & 1 Shannon/symbole.

I(X,Y)

L I I I I I
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

probabilité p

F1G. 7.8 — information mutuelle I(X,Y") en fonction de p pour ¢ = 0.5

7.3.5 Capacité d’un canal & bruit blanc additif gaussien

Pour déterminer la capacité d’un canal a bruit blanc additif gaussien, nous allons tout d’abord
calculer I'information mutuelle moyenne I(X,Y) bien que les variables aléatoires X et Y soient
continues. Pour ce faire, introduisons 'entropie différentielle Hp (V') d’une variable aléatoire V :

+oo
Ho(V) == [ p(o)log, plo)do (7.15)

— 00

L’information mutuelle peut s’exprimer alors ainsi :

I(X,Y)=Hp(Y) - Hp(Y|X)
= Hp(Y) - Hp(X + Z|X)
=Hp(Y) — Hp(Z|X)
=Hp(Y) - Hp(Z) (7.16)

car Z la variable aléatoire associée au bruit est indépendante de X.
Calculons lentropie différentielle Hp (V') de V, variable aléatoire gaussienne centrée de variance
2
o;.0Ona:

1 +oo —U2 1 —’1)2

Hp(V)=— e —— ) lo —e — d 7.17

D( ) \/27'(0'1; /;oo Xp<20121> 82 |:V27TU'U Xp<2012)):| Y ( )
1 oo —? 1 V2

= — — ) |1 — d 7.18

V2ra, \/;oo P (203> {OgQ <\/2WU> 203 1112] ! (7-18)

Puisque log, (ﬁ) ne dépend pas de v et que
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1 oo —?
V2o, /—oo P (20'3) =1

on peut extraire le premier membre sous l'intégrale. On obtient alors :

\/_ 1 +oo ,UQ —1)2
Hp(V) =1 ( P v) —— / v L 7.19
D( ) OgQ ™o + /—27_“3_” e 20_12) 1n2exp 20_12) v ( )

Par définition,

E(V?) ! /+OO e (_“2> dv = o2 (7.20)
= X _— = O, .
V2ro, Jos P\ 202 !
Finalement, on obtient donc :
1
Hp (V) = 57— +log, (\/27@) (7.21)
On peut montrer que le maximum de I(X,Y") s’obtient lorsque la densité de probabilité de X
est gaussienne, centrée et de variance o2. La variance du bruit Z est égale a 02 = % ol Ny est
la densité spectrale unilatérale du bruit blanc gaussien.
Calculons la variance de Y :
N
E(Y?) =B(X +2)?%=EB(X)?+2B(XZ)+ E(Z)?*=EB(X)*+E(Z)? =02+ 7" (7.22)
A partir de (7.16) on dérive la capacité du canal BBAG :
C =maxI(X,Y)
= log, /(202 + Ny) — logy /TNy
1 202
=—logy, [ 1+ en Shannon/symbole (7.23)
2 Ny

Introduisons P la puissance moyenne du signal X. En considérant une fréquence d’échantillo-
nage égale a 2B, nous avons 2BT échantillons pendant une durée 7. On a alors :

Tt
P T/o El2(1)]dt
1 2BT
-7 Z E('rzz)
o7
= T Z 01
i=1
= 2Bo? (7.24)

On obtient finalement & partir (7.23) de 'expression classique de la capacité d’un canal BBAG :

1 P
C= §log2 (1 + N) en Shannon/symb (7.25)

La capacité C' est une capacité par symbole c’est-a-dire par échantillon du signal. Certains
auteurs parlent de capacité par dimension souvent exprimée en bit/dimension.
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Capacité=f(SNR)
T

Capacité (Sh/symb)
w
T

0 I I I I I
-10 0 10 20 30 40
SNR (dB)

Fi1G. 7.9 — Capacité d’un canal a bruit blanc additif gaussien.

La figure (7.9) présente la courbe de la capacité C' du canal BBAG en fonction du rapport signal
a bruit SNR = %. On peut observer que pour SNR > 5dB, la capacité C est bien approximée
par la fonction linéaire C' =~  log, (SN R).

En multipliant (7.25) par la fréquence d’échantillonage 2B, on obtient finalement I'expression
de la capacité par unité de temps suivante :

N

P
C' = Blog, <1 + —) en Shannon/sec (7.26)

avec N puissance du bruit N = BN

Lorsque le rapport signal a bruit est grand, on peut approximer la capacité du canal BBAG
comme suit :

Bloglo(P/N) ~ B

P
C' = Bl 1+ =)~ —
082 ( - ) logy 2 3

v (P/N)as

7.3.6 Représentation géométrique

Il est également possible de démontrer géométriquement que pour garantir une transmission

2
sans erreur, la quantité d’information moyenne H (U) ne peut pas étre supérieure a % log, (1 + QJ\%)
On rappelle la relation vectorielle entre le vecteur émis x et le vecteur regu y de dimension D
y=x+n (7.27)

n = (n1,ns,...,np) est le vecteur bruit composé de D composantes indépendantes gaussiennes

de variance 02 = % La densité de probabilité du vecteur n s’exprime comme suit :

1 Zi’;l n;
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Pour D tendant vers l'infini, nous avons montré dans I'annexe 1 que la norme du vecteur de
bruit ! est concentrée & la surface de la sphére & D dimensions de rayon /Do2.

Le vecteur émis x est généré aléatoirement avec une variance o2 et une distribution gaussienne
afin de maximiser la capacité :

D 2
p(x) = ﬁ exp <—@> (7.29)

2 2
2moz 20z

Pour la méme raison que précédemment, la norme du vecteur x est concentrée a la surface de
la sphére de rayon y/D.c2. Comme la puissance du signal recu est égale a la somme o2 + o2, le

vecteur correspondant au signal regu quelque soit le signal émis se trouve & la surface de la sphére
a D dimension de rayon \/D(c2 + 02).

On souhaite réaliser une transmission sans erreur d’une quantité d’information moyenne H (U) =
% logy M, ou M = 2PH (U) est le nombre de signaux émis possibles. Pour ce faire, il faut que les
spheéres de bruit soient disjointes. Ainsi le volume des M sphéres de bruit doit étre inférieur au
volume de la sphére de rayon 1/ D(02 + o2). Rappelons que le volume d’une sphére & D dimension
et de rayon r est donné par

" b 7.30
VD)= 5o )" (7.30)

ou I'(.) est la fonction factorielle d’Euler 2

Ainsi, on doit avoir :

V(VD(oZ +03),D)

nombre de signaux distinguables = M < 7.31
5 . =" V(/Da.D) (7.31)
Cette idée est illustrée sur la figure 7.10.
F1G. 7.10 — Répartition des sphéres de bruit.
L’expression se simplifie comme suit :
(D(o3 +02))""
M < (D.o2)0/2 (7.32)
On obtient 'inégalité suivante :
D/2
Ji + 0’721
Inorme du vecteur de bruit = D n2

i=1"%
2]a fonction factorielle d’Euler I'(.) est définie comme suit :
T'(n)=(n—1)! avec n € N*
T'(n+1/2) = 2nl /% avec n € N*

22n . nl”

r(1/2) = V7
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Cette inégalité s’écrit alors :

n

1 o2
HU) < 3 log, [ 1+ po) (7.34)

Finalement comme la capacité C' est la plus grande valeur que peut prendre la quantité d’in-
formation moyenne H(U), on retrouve la formule de la capacité du canal BBAG :

n

1 0926 .
C= 3 log, | 1+ p=) Sh/dim (7.35)

Lorsque la bande passante est limitée, la dimension D est égale & D = 2BT avec B bande
passante du systéme et T' durée de la transmission. La puissance du bruit est égale & N = NoB =
2Bo? et la puissance moyenne du signal X est égale & P = 2Bo2. Alors la capacité C’ par unité
de temps est :

P
g J—
C" = Blog, (1+N>

P
= Blog, (1 + m) en Shannon/sec

(7.36)

Exemple : Considérons la ligne téléphonique dont le rapport signal a bruit P/N est de ordre
de 30 dB et la bande passante est limitée & B= 3.5kHz. La capacité est d’environ 35 Kb/s. Il
devrait donc étre possible en utilisant des codes correcteurs et des modulations performantes de
transmettre sur cette ligne jusqu’a 35 Kb/s sans erreur de transmission. La norme V.34 sur les
modems permet d’atteindre 33.6 Kb/s ce qui est proche de la limite théorique.

Soit Ej I’énergie moyenne par bit d’information et Eg ’énergie moyenne par symbole. On a :

E, E
p==2=20

= (7.37)

T, et T}, sont respectivement la durée de transmission d’un symbole et d’un bit d’information (en
considérant le cas d’'une modulation M-aire M = 29 et un code de rendement R on a Ty = gRTy).

On a la relation suivante entre le rapport signal a bruit P/N et le rapport Ej /Ny :

P E; Ey Ey

—_ = = =n—= 7.38
N~ NoBT. NoBT, N, (7.38)
n est Defficacité spectrale en bits/sec/Hz :
Dy 1 . .
n=-g avec Dy = T débit binaire d’information (7.39)
b

L’efficacité spectrale maximale 77 est maximale lorsque la bande passante est minimale soit B, =
1/Ts, on a:

B 1 T

I Ty B Th

En considérant que le débit binaire est égal a la capacité du canal (D, = C’), Defficacité
spectrale 7,4, s’écrit aussi :

(7.40)

c’ Ey
Moz = 5 = log, <1 + nmazﬁo) en bits/sec/Hz (7.41)
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Cette équation peut s’écrire encore :
q p

E,  2Mmes —1
—_ = 7.42
NO Nmax ( )

La valeur minimale de Ej/Ny pour une communication sans erreur s’obtient lorsque efficacité
spectrale maximale tend vers zéro (la bande passante tend vers 'infini). On obtient :

E E
lim =2 =In2 soit —2| =-159 dB (7.43)

Nmaz—0 N 01l4B

La figure 7.11 présente la courbe de lefficacité spectrale maximale en fonction du rapport
E,/Ny. Comme exemple, nous avons également donné les rapports Ej /Ny pour un taux d’erreur
bit de 1077 des systémes utilisant une modulation de phase a 2 et 4 états (MDP2 et MDP4) sans
codage. Les performances de ces systémes de communication sont respectivement & 9.5 dB et 7.75
dB de la limite de Shannon. L’ajout d’un code convolutif (133,171) de rendement R = 1/2 & un
systéme utilisant une modulation MDP2 apporte un gain de 5.1 dB par rapport au systéme sans
codage. La concaténation de ce code convolutif avec un code Reed-Solomon (255,223) proposée par
Forney [10] permet de s’approcher & 2.5 dB de la limite de Shannon. Le dernier point correspond
aux performances obtenues en utilisant les codes convolutifs concaténés en paralléle ou Turbo
codes introduits en 1993 par Berrou et al. [3]

6

3
3
S
N
sk i
Al i
3k i
QPSK
2+ X~
BPSK
1k : x4
Turbo Codes CC+RS CC (133,171)
X X X
0 1 1 1 1 1
-2 0 2 4 6 8 10

Ey/No (dB)

F1G. 7.11 — Efficacité spectrale maximale d’un canal & bruit blanc additif gaussien.
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(bits/sec/Hz)

efficacité 7

8.0 |

6.0 |

4.0 r

2.0 ¢

0.0

2560AM
F

WZBQAM

borne 256QAM

borne 128QAM

borne 64QAM

borne 32QAM

borne 16QAM

borne 8PSK

borne QPSK

borne BPSK

0.0 5.0 10.0 15.0 20.0
E,/N, (dB)

25.0 30.

F1G. 7.12 — Efficacité spectrale en fonction du rapport Ey, /Ny
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Chapitre 8

Codes correcteurs d’erreurs en bloc

8.1 Introduction

Dans ce paragraphe nous étudierons les aspects principaux des codes correcteurs d’erreurs.
Pour une étude plus exhaustive, nous renvoyons le lecteur a 'ouvrage de McWilliam et Sloane [21]
et aux livres en frangais de Cohen [7] et Battail [1].

L’objectif du codage de canal est de protéger les données issues du codage de source contre
les erreurs de transmission. Une premiére solution consiste a utiliser un codage aléatoire puisque
nous avons vu précédemment que ce codage permet d’atteindre la limite du théoréme du codage
de canal lorsque N — +400. Nous allons cependant voir que cette technique n’est pas envisageable
pratiquement.

Soit un code C en bloc binaire aléatoire (N, K) comprenant 2% mots de code. Chaque mot
d’information composé de K bits est associé & un mot de code unique composé de N bits.

Pour réaliser un codeur aléatoire, il faut tout d’abord construire une liste de 2% mots de code.
Chacun des mots de code est composé de N bits tirés aléatoirement. L’opération de codage consiste
a associer a chaque mot d’information une adresse unique qui servira ensuite pour lire le mot de
code correspondant.

Le contenu de la liste ne présentant aucune structure particuliére, 'opération de décodage
implique de faire la comparaison exhaustive du mot recu en sortie du canal avec I’ensemble des 2%
mots de code avant de déterminer le mot de code le plus probable. La complexité du décodeur croit
exponentionellement avec K et rend cette technique presque toujours inutilisable en pratique.

L’impossibilité pratique d’utiliser le codage aléatoire nous améne donc a utiliser des codes
possédant une structure algébrique comme par exemple la linéarité et rendant ainsi les opérations
de codage et de décodage plus simples & effectuer.

Ces codes doivent de plus étre adaptés aux types d’erreurs de transmission (aléatoire, isolé ou
par paquets).

Nous nous intéresserons aux trois principales familles de codes suivantes :

-les codes en bloc linéaires

Un code en bloc g-aire (N, K) est un ensemble comprenant ¢ mots de code. On associe a
chaque mot d’information composé de K symboles g-aire un mot de code composé de N symboles
g-aire. Chaque mot de code ne dépend que d’un mot d’information. La linéarité signifie que les N
symboles du mot code sont obtenus par combinaison linéaire des K symboles du mot d’information.
Les séquences d’information ou d’entrée sont découpées par mot de K symboles g-aire.

-les codes convolutifs

76
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A la différence des codes en bloc, pour un code convolutif de rendement k/n, le mot de code
composé de n symboles dépend du mot d’information de k£ symboles mais aussi d’'un nombre fini
de mot d’information précédent. Les séquences d’entrée et de sortie sont de longueur infinie.

-les codes concaténés

Ces codes s’obtiennent par concaténation de codes en bloc linéaires ou de codes convolutifs.

8.2 Les corps finis

8.2.1 Rappel sur les corps

Un corps F' est un ensemble non vide muni de deux lois de composition internes, ’addition et
la multiplication et satisfaisant les axiomes suivants :
1- F est un groupe commutatif par rapport a l’addition (associativité, élément neutre noté 0, sy-
métrique, commutativité)
2- la multiplication est associative : si a,b,c € F, alors a(bc) = (ab)c
3- la multiplication est commutative : si a,b € F, alors ab = ba
4- la multiplication est distributive a droite et & gauche par rapport & ’addition : si a,b,c € F,
alors a(b+¢) = ab+ ac et (a +b)ec = ac+ be
5- le corps contient un élément neutre noté 1 pour la multiplication
6- tout élément de F' non nul est inversible; si a € F(a # 0), a~! est son inverse avec aa™! = 1

8.2.2 Les corps de Galois

Un corps de Galois est un corps fini possédant ¢ éléments. Il est noté GF(q) (Galois Field
en anglais) ou Fy. Il est possible de construire un corps de Galois & condition que ¢ soit un
nombre premier ou soit de la forme ¢ = p™ avec p nombre premier. Lorsque ¢ est un nombre
premier, 'addition et la multiplication dans le corps fini GF(q) correspondent a I’addition et la
multiplication modulo ¢. Tout corps de Galois doit contenir au moins les éléments neutres 0 et 1.
Ainsi, le corps de Galois le plus simple est le corps GF(2).

exemple 1 : addition et multiplication dans GF'(2)

+ |0 1 * o 1

0 0 1 0 0

1 1 0 1 0 1

exemple 2 : addition et multiplication dans GF'(5)

+ 0 1 2 3 4 * 0 1 2 3 4
0 0 1 2 3 4 0 0 0 0 0 0
1 1 2 3 4 0 1 0 1 2 3 4
2 2 3 4 0 1 2 0 2 4 1 3
3 3 4 0 1 2 3 0 3 1 4 2
4 4 0 1 2 3 4 0 4 3 2 1

Un corps de Galois GF(p™) est isomorphe au corps des polynomes a coefficients dans GF(p)
modulo un polynoéme irréductible dans GF(p) et de degré m. GF(p) est appelé corps de base.
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8.3 Codes en bloc linéaires binaires

Un code C en bloc linéaire g-aire (N, K) est un ensemble comprenant ¢ mots de code. On
associe a chaque mot d’information composé de K symboles g-aire un mot de code composé de
N symboles g-aire. Un code en bloc est linéaire si les N symboles du mot code sont obtenus par
combinaison linéaire des K symboles du mot d’information. Cette propriété permet en particulier
de décrire l'opération de codage sous une forme matricielle.

Dans la suite, nous nous intéresserons aux codes en bloc linéaires binaires pour lesquels on a
g = 2. 11 faut préciser qu'un code linéaire en bloc g-aire (N, K) avec ¢ = 2P peut étre vu comme
un code en bloc linéaire binaire (pK, pN).

Il est pratique de représenter les mots d’information et les mots de code par des vecteurs. Soit
u = [u1,usg,...,ur| un mot d’information composé de K bits d’information et ¢ = [c1,ca, ..., cN]
le mot de code associé composé de N bits. On a la relation matricielle suivante entre le mot
d’information u et le mot de code associé c :

c=uG (8.1)

G est la matrice génératrice du codeur de dimension K x N.

g1 g1 g12 ... GIN
22 g21 g22 ... Q2N

G= S| = S ) (8.2)
gK 9gK1 9gk2 ... JKN

Chaque mot de code est une combinaison linéaire des vecteurs g, de G. Ainsi donc, un code
en bloc linéaire peut étre défini comme un sous espace vectoriel & K < N dimensions construit
suivant (8.2).

Il est toujours possible en combinant les lignes entre elles de mettre la matrice génératrice G
sous la forme systématique suivante :

1 0 O O P11 P12 PIN—-K
01 0 ... 0 pa1 P22 ... pPaN-K

G=[k P|= R S : (8:3)
0 00 ... 1 px1 pPK2 ... DPKN-K

Exemple 1 : code de répétition C; (3,1) :
G = ( 11 1) (8.4)
On répéte 3 fois chaque bit d’information :

Cl1 = C2 = C3 = U1

Exemple 2 : code de parité Cs (3,2) :

(11

c3 est le bit de contréle de parité :
C3 = U1 + U9

Chaque mot de code a un nombre pair de 1. Les mots de code du code Cs sont 000, 011, 110, 101.
La figure 8.1 donne une représentation graphique de ce code dans un espace & 3 dimensions.

Exemple 3 : code C3 (7,4) avec la matrice génératrice suivante :
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b

110

101

» U
000

F1G. 8.1 — Code de parité Cy (3,2).

1011000
0101100

G=1 0010110 (8.6)
0001011

Ici, la matrice génératrice sous la forme systématique s’obtient simplement en ajoutant les lignes 3
et 4 ala ligne 1, et la ligne 4 a la ligne 2. Cette technique de combinaison de ligne permet toujours
de convertir une matrice génératrice quelconque en une matrice génératrice systématique.

On peut vérifier que la forme systématique de cette matrice génératrice est la suivante :

100 0 1 01
0100111
=l 001011 0 (87)
0001011
Les trois bits de parité sont obtenus comme suit :
Cs = U1 + us + us
Ce = U2 + U3 + Ug
C7r = Uy + U + Uy
8.3.1 Propriétés et définitions
rendement : le rendement R d’un code en bloc (N, K) est égal a :
K
R=— 8.8
N (58)

linéarité : soit c; et co deux mots de code du code C, et a; et as deux éléments du corps
fini. La linéarité implique que a1¢q + asco est aussi un mot de code de C. Par conséquence, le mot
co = [00...0] est toujours un mot de code d’un code linéaire. On appellera ce mot de code le mot
de code nul.

distance de Hamming : soit c; et co deux mots de code du code C de longueur N, la distance
de Hamming dp(cy,cz) est égale aux nombres de bits qui différent.

Exemple : ¢; = [001100] et c; = [001111], d(c1,c2) = 2

poids de Hamming : le poids de Hamming w(c) d’'un mot de code binaire ¢ est égal au
nombre de bits non nuls de ce mot de code.

Exemple : ¢ = [001100] , w(c) = 2
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distance minimale : La distance minimale d,,;, du code C est le nombre de bits qui différent
entre les deux mots de code les plus proches au sens de la distance de Hamming :

dmin = _H_l_iIl_dH(Ci,Cj) (89)
i,3,i7#]

Lorsque le code est linéaire, la distance minimale d,,,;, est égale au poids de Hamming minimal
du code C (en excluant le mot de code nul ¢q ) :

dmin = min w(c;) (8.10)

Jusqu’a récemment, la distance minimale était I'unique critére pour évaluer les performances d’un
code correcteur d’erreurs. Ce critére a été critiqué suite a 'avénement de familles de codes trés
performants imitant le codage aléatoire [3] [1].

Exemple : din(code C1)=3; dpmin(code C2)=2; dpin(code C3)=3.

8.3.2 Fonctions d’énumération de poids

Les fonctions d’énumération de poids permettent d’étudier les performances des codes correc-
teurs d’erreurs en bloc linéaires.

Définition 1 : la fonction d’énumération de poids WEF (weight enumerator function en an-
glais) d’un codeur binaire en bloc systématique (N, K) est définie comme suit :

N
A(D) = AgD? (8.11)
d=0

Ag est le nombre de mots de code de longueur N de poids d.

Définition 2 : la fonction d’énumération de poids IRWEF (input redundancy weight enume-
rator function en anglais) d’'un codeur binaire en bloc systématique (N, K) est définie comme
suit :

K N-K
AW, Z) =" Y A, .WvZz? (8.12)
w=0 z=0

Ay, - est le nombre de mots de code de longueur N dont le poids de la séquence des bits d’infor-
mation est égal & w et dont le poids de la séquence des bits de redondance est égal & z.

La fonction IRWEF peut aussi s’écrire :

K
AW, 2) =" A(w, Z)W™ (8.13)
w=0
avec
N-K
Aw,2) =Y Ay.Z° (8.14)
z=0

Exemple : code de parité (3,2)
Les fonctions d’énumération WEF et IRWEF pour le code de parité (3,2) sont donc les sui-
vantes :

A(D) =1+3D?
AW, Z) =1+2WZ + W?
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TAB. 8.1 — Enumération des poids des mots d’information et des mots de code pour le code de
parité (3,2)

([w  [x [w [z [d ]
00 000 |0 0 0
01 011 |1 1 p
10 101 |1 1 2
11 110 |2 0 2

8.3.3 Matrice de contréle

Associé a chaque code C linéaire en bloc binaire (N, K) il existe un code linéaire en bloc binaire
dual (N, N — K). Soit H la matrice génératrice de ce code dual. Chacun des mots de code ¢ du
code C est orthogonal a tous les mots de code du code dual :

cH' =0

Puisque cette relation est valide pour tous les mots de code du code C, on a la relation entre la
matrice génératrice G du code C et H :

GH” =0

Si la matrice génératrice G est systématique de la forme (8.3), H est de la forme suivante :

P11 P21 PK1 1 0 0 ... O

T P12 D22 e DK2 010 ... 0
H=[P" Iy k]= . . _ . S (8.15)

PIN—-K P2N—-K ... PkN—-x 0 0 O ... 1

La matrice H est appelée matrice de controle ou matrice de parité du code C

exemple 3 (suite) : la matrice de controle du code Cs (7,4) est la suivante :

1
H-= 0
1

==
[ R

01 0 0
1010 (8.16)
100 1

Chacune des 3 lignes de la matrice de parité correspond & une équation de parité (addition mo-
dulo 2) liant différents bits de la séquence de sortie ¢ = (c1, ¢, 3, 4, €5, Co, ¢7) = (U1, U2, U3, U4, C5, Cg, C7).

UL+ ug +us+c5 =0 noeud T
Ug +uz +ug +cg =0 neeud Th (8.17)
U +ugs +ug+c7 =0 neeud T3

On retrouve les équations de parité calculées dans I'exemple 3.

8.4 Décodage a entrées dures des codes en bloc linéaires bi-
naires
Le décodage a entrées dures signifie que les échantillons en entrée du décodeur sont binaires.

Ceci correspond au cas d’un canal a sorties binaires ou & I’application d’un seuillage des échantillons
en sortie du canal de transmission.
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Le décodage a entrées pondérées signifie que les échantillons en entrée du décodeur sont d’am-
plitude continus ou quantifiés sur quelques bits (au moins 3 bits en général)
Dans ce chapitre, nous nous intéresserons uniquement au décodage a entrées dures.

Le mot recu y est la somme modulo 2 du mot de code émis ¢ et d'un vecteur d’erreurs e
y=c+e (8.18)

Une premiére approche pour le décodage consiste & comparer le mot recu y avec I’ensemble des
mots de code du code C. Pour minimiser la probabilité d’erreurs mots, le décodeur choisit alors
comme mot de code estimé ¢ le mot de code le plus prés du mot regu y au sens de la distance de
Hamming. Cette approche est cependant trés complexe & mettre en ceuvre et présente un interét
pratique trés limité.

En multipliant le mot requ y par la matrice de parité transposée H”, on obtient le syndrome
d’erreurs s de dimension 1 x (N — K) :

2K

s=yH”
=cH” + eH”
= eH” car cH?” =0 (8.19)

En l'absence d’erreurs de transmission, le syndrome d’erreurs s est le vecteur nul.
Nous allons présenter deux autres méthodes de décodage : la méthode du tableau standard et
le décodage par syndrome.

8.4.1 Meéthode du tableau standard

Puisque le syndrome d’erreurs peut prendre 2¥ % valeurs différentes, une valeur de syndrome

d’erreurs s correspond & 2V /2N~K = 2K vecteurs d’erreurs possibles. La méthode du tableau
standard consiste & partitionner I'espace vectoriel & N dimension en 2% classes disjointes. Chacune
des classes correspond a un mot de code.

Le tableau standard 8.5 est construit de la maniére suivante :
- la premiére ligne contient les 2% mots de code en commencant par le mot de code nul.
- sous le mot de code nul, on liste I’ensemble des vecteurs d’erreurs & commencer par les motifs
d’erreurs de poids 1 puis le cas échéant les motifs d’erreurs de poids 2 (si N < 2V=5) jusqu’a
avoir rempli les 2V =X cases de la premiére colonne.
- sous chacun des mots de code de la premiére ligne, on fait figurer la somme du mot de code et
du vecteur d’erreurs correspondant.

Co C1 Co CoKk _q

Co + e Cc1 + e Co + € Cox_1 + €1

Co + €2 C1 + €2 Co + €2 Cox _| 1 €2

Co +€nN-K_1 €1 +€nN-kK_1 C2+€nN-K_1 ... GCok_q + €N-K_1

TAB. 8.2 — Tableau standard

Chaque rangée fournit un sous ensemble de mots ou classe (coset en anglais) correspondant a
un syndrome et un représentant commun appelé chef de classe(coset leader en anglais). Le chef de
classe est le vecteur d’erreurs le plus vraisemblable parmi les mots de ce sous-ensemble.

Le décodage consiste donc a rechercher dans le tableau la colonne dans laquelle se trouve le
mot regu. Le résultat du décodage sera le mot de code situé en premiére ligne de cette colonne.
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Cette méthode reste encore trés complexe et a surtout un interét pédagogique !

8.4.2 Deécodage par syndrome

Nous avons vu que le syndrome d’erreurs peut prendre 2V ~X valeurs différentes. Le décodage
par syndrome consiste tout d’abord & calculer le syndrome d’erreurs correspondant au mot regu.
Ensuite, on associe au syndrome le vecteur d’erreurs estimé correspondant €. Il suffit donc de

)

stocker dans une table de correspondance les syndromes et vecteurs d’erreurs.

TaB. 8.3 — Table de syndrome

Le mot de code estimé ¢ est alors :

e S
€9 So
€1 S1
€ S2
ézN—K_l S2N—K_1

c=y+e

(8.20)

Cette méthode bien que moins complexe que la méthode du tableau standard n’est cependant
applicable que pour des codes relativement simples (codes sachant corriger 1 ou 2 erreurs au maxi-

mum). Il faut en effet effectuer le produit matriciel yHT et mémoriser

vecteurs d’erreurs.

Par exemple la table pour le décodage d’un code de Golay (23,12) nécessite une mémoire de 2048

mots de 23 bits.

exemple (suite) : considérons le code C4 (5,2) défini par la matrice génératrice suivante :

o

— O
—

et la matrice de parité associée H suivante :

0 1
11

101 00

H-= 01 010

11 0 0 1

Le tableau standard est donné ci-dessous :

00000 01011 10101 11110 000
00001 01010 10100 11111 o001
00010 01001 10111 11100 010
00100 01111 10001 11010 100
01000 00011 11101 10110 o011
10000 11011 00101 01110 101
11000 10011 01101 00110 110
10010 11001 00111 01100 111

TAB. 8.4 — Tableau standard pour le code (5,2)

Il faut souligner qu’il existe plusieurs choix pour les deux derniéres lignes du tableau.

(8.21)

(8.22)
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Considérons le mot d’information u = [11].

Le mot de code associé est ¢ = [11110].

On peut vérifier que le syndrome associé a ce mot de code est nul : s = [000]

Supposons qu’une erreur survienne dans la transmission sur le 4-iéme bit du mot émis : e =
[00010]

Le mot regu est alors y = [11100]

En utilisant le tableau on trouve directement ¢ = [11110]. Le décodeur a pu corriger cette
erreur.

Utilisons maintenant la méthode du syndrome. Pour construire la table de syndrome, nous
calculons le syndrome correspondant a chaque vecteur d’erreur.
La table de décodage par syndrome est la suivante :

é s

00000 | 000
00001 | 001
00010 | 010
00100 | 100
01000 | 011
10000 | 101
11000 | 110
10010 | 111

TaB. 8.5 — Table de syndrome pour le code (5,2)

Le calcul du syndrome associé au mot recu y donne s = yH” = [010].

En utilisant cette table de décodage par syndrome on trouve € = [00010]. En ajoutant le
vecteur d’erreurs estimé € au mot regu r on retrouve bien & = [11110].

On peut voir que ce code permet de corriger tous les motifs d’erreurs simples.

8.4.3 Capacité de correction d’erreurs d’un code linéaire binaire en bloc

Le nombre d’erreurs e qu’est capable de corriger un code correcteur d’erreurs dépend de la
distance minimale du code.

Les 2% mots de code du code peuvent étre vus comme les centres de boules de Hamming de
rayon e. Pour garantir que les 2% sphéres ne se chevauchent pas, on doit garantir :

€= {%J (8.23)

La démonstration est laissée au lecteur.

Si le mot regu est a l'intérieur de la boule de Hamming du mot de code émis alors le décodeur
pourra retrouver le mot de code émis. Ceci n’est possible que si la distance entre le mot de code
émis et le mot regu est inférieure ou égale & e. En conclusion, un code en bloc linéaire binaire
(N, K) de distance minimale d,,;,, est capable de corriger e erreurs suivant la relation (8.23).

Par ailleurs ce méme code peut aussi étre utilisé pour détecter jusqu’a d,,;, — 1 erreurs.

exemple : les codes C; (3,1) et C3 (7,4) dont la distance minimale est égale & 3 permettent
soit de corriger une erreur soit d’en détecter deux.
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Fi1G. 8.2 — boules de Hamming

marge inférieure de Hamming : on a la relation suivante ! entre K, N et e le nombre
d’erreurs que peut corriger un code (N, K) :

2V > 2Ky "oy (8.24)
i=0
ou en divisant les deux termes par 2%
AR D e (8.25)
i=0

démonstration : le nombre de mots contenus dans une boule de Hamming de rayon e est égal

€
CH+Cx+CR+--+C5=> Ck (8.26)
i=0
Par ailleurs, le nombre total des mots contenus dans les 2% boules de Hamming ne peut excéder
2N pour éviter le chevauchement de ces boules. En conséquence un code corrigeant e erreurs doit
satisfaire I'inégalité (8.24).

codes parfaits : les codes parfaits possédent la propriété que tous les 2V mots possibles sont
inclus dans les 2 boules de Hamming de rayon e. L’inégalité (8.24) se transforme en égalité.

8.5 Codes en bloc principaux et représentation graphique

8.5.1 Codes de Hamming

Les codes de Hamming sont des codes en bloc linéaires parfaits binaires (N, K) avec N = 27 —1
et K =27 —1—J. Un code de Hamming (N, K) peut étre décrit simplement & partir de sa matrice
de controle H de dimension J x N. En effet, les colonnes de H sont les N vecteurs binaires non
nuls avec J éléments.

Par exemple pour J = 3, le code de Hamming est un code (7,4). La matrice de parité est la
suivante :

1110100
H=| 01 11010 (8.27)
110100 1

La distance de Hamming de ces codes est égale a 3 et ils peuvent donc corriger une erreur. Au
décodage, une valeur non nulle du syndrome donne directement la position de ’erreur. En effet, le
tableau standard contient 8 lignes (une ligne pour le cas sans erreur plus 7 lignes correspondant
chacune a une position de l'erreur).

Nous verrons que les codes de Hamming appartiennent a la classe des codes cycliques et peuvent
aussi étre construits a partir d’un polynéme générateur.

1 . . PRI 212 . N
1CP = 2L _ est le nombre de combinaisons sans répétition de n éléments pris p a p
pl(n—p)!
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8.5.2 Code de Golay

Le code de Golay est un code linéaire binaire (23,12) dont la distance minimale est égale & 7.
Ce code est le seul code parfait binaire avec les codes de Hamming. En effet, pour N = 23, K = 12
et e = 3 on a ’égalité :

1+ Cg3 + O35 + Oy =2

Les codes de Golay sont aussi des codes cycliques (voir chapitre suivant).
La matrice génératrice systématique du code de Golay (23,12) est la suivante :

10000000D0O0OO0OO0OT1T10O0O0T1T1T1QO0T10
01 00000O0OO0OO0ODO0OOOT11000T1T1T1°01
0010000O0O0OO0ODO0ODOOT11110110100
00010000O0O0O0O0OOCT1T1110T110T1°0
0000100000O0O0OO0COCT1T11101101

c_|[00000100000011011001100 (8.28)
0000D0010O0O0OO0OOOT110T1T100T1T1°0 '
000000O0OT1TO0O0O0OOOOT1T1O0T1T100T11
0000000DO0O10O0O0OT1TT1O0111000T11
0000000DO0ODO0O1O0O0OT1TO0T1TO0100O0T1O0T11
0000000DO0ODO0OOT1O0T1TO0O0T1O0O0T1T1T1T11
000000O0OO0OO0OOOT11000T1T110101

Sa fonction d’énumération WEF est la suivante :

A(D) =1+ 253D" + 506D® + 1288D'! + 1288D'? + 506 D'® + 253D'¢ 4 D3 (8.29)

A partir du code de Golay (23,12), il est possible de construire le code de Golay étendu (24,12)
en ajoutant un bit de parité. La distance minimale de ce code est égale a 8. La matrice génératrice
non systématique du code de Golay étendue (24,12) est la suivante :

—_— O OO OO OO
—_ —_ O, PR PP OOO RO
O R P OOO RO
PP OO, OO
— O, ORFRMFRPRORKRRFREFLROO
R, O, PP OF,RPFRPREPRLROOO
R ORrRr P ORFPPFP,ROOO+
e N i e N = S en B en B e B = S )

— == 0000, OO
R R OO0 RO RFR,R PR OR
— O OO, OF MO = =
— OO O RFRPRORKR RO

(el e e e e e e
[=NeleloleNeNoBeoNeoBoBol S
OO O OO O OO oo o
OO O OO OO0 O o~ OoOO0o
SO OO OO OO+ O OO
S OO DO OO OO
OO OO OO+ OO OO
OO OO O OO0 OO
SO O ODODODODODODODODO OO
[=NeNel HoNoNoNeNeNo ool
OO R OO oo
O R OO0 o oo

(8.30)
Sa fonction d’énumération WEF est la suivante :

A(D) =1+ 759D% + 2576 D' 4 759D'6 + D** (8.31)

8.5.3 Représentations graphiques des codes en bloc linéaires binaires

D’une maniére générale, tout code linéaire binaire peut étre représenté sous la forme d’un
graphe de Tanner. Un graphe de Tanner est un graphe biparti comprenant 2 types de noeuds : des
nceuds de variable binaire représentés par un cercle et des nceuds de controle de parité représentés
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par un carré avec un "+" a Uintérieur. Chaque branche signifie une dépendance entre le noeud de
variable et le noeud de contréle qu’elle relie.

Le graphe de Tanner se déduit directement de la matrice de parité H : chaque nceud de controle
de parité ¢ du graphe de Tanner correspond & la i-iéme ligne de la matrice de parité H et chaque
neeud de variable j correspond & la j-iéme colonne de H. En effet, chaque ligne de H définit une
équation de parité entre plusieurs variables. Une branche reliera le noeud de contréle de parité ¢
avec le noeud de variable j si et seulement si h;; = 1.

Comme il y a plusieurs matrices de parité H pour un méme code, il y aura autant de graphes
de Tanner associés.

Exemple : considérons le code de Hamming (7,4) défini par le polynome générateur g(D) =
1 + D? + D3 Comme nous I’avons vu précédemment, la matrice génératrice de ce code sous sa
forme systématique est la suivante :

100 0 1 01
0100111

G= 0010110 (8.32)
0001011

et la matrice de parité associée H

1110100
H=| 01110 1 0 (8.33)
1101001

Chacune des 3 lignes de la matrice de parité correspond & une équation de parité (addition mo-
dulo 2) liant différents bits de la séquence de sortie ¢ = (c1, ¢, ¢3, 4, C5, Co, ¢7) = (U1, U2, U3, U4, C5, Cg, C7).

U1+U2+U3+C5:0 noeud T1
Uy + U3 + Uqg + Ce = 0 noeeud T2 (834)
UL +ug +us+c7 =0 noeud T3

Le graphe de Tanner associé & ces équations de parité est donné sur la figure 8.3.

F1a. 8.3 — Graphe de Tanner du code de Hamming (7,4)

Ces représentations graphiques s’avérent étre des outils trés pratiques pour étudier les codes
correcteurs d’erreurs et analyser les algorithmes de décodage.

Pour terminer ce chapitre, nous allons montrer comment & partir de la matrice génératrice d’'un
code linéaire en bloc il est possible de représenter ce code par un diagramme en treillis. Pour ce
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0000000 0001011 0010110 0011101
0100111 0101100 0110001 0111010
1000101 1001110 1010011 1011000
1100010 1101001 1110100 1111111

TAB. 8.6 — Liste des mots de code du code de Hamming (7.,4)

faire, il faut tout d’abord mettre la matrice génératrice sous une forme adaptée a la représentation
en treillis.

Soit ’enveloppe d’un mot de code la séquence de bits & 1 qui commence au premier bit non
nul du mot de code et se termine au dernier bit non nul du mot de code.

Par exemple I’enveloppe associée au mot de code 1101000 est 1111000 .

Une matrice génératrice sera dite orientée treillis si elle permet de construire un diagramme en
treillis avec le minimum de branche.

exemple : considérons le code de Hamming (7,4) défini par le polynéme générateur g(D) =
1+ D+ D?

1101 0 00
0110100
G= 0011010 (8.35)
0 001101
Sa matrice génératrice sous la forme systématique est la suivante
10 00 1 10
01 00011
G=l 0010111 (8.36)
0 001101
La matrice enveloppe associée a la matrice génératrice systématique Gg est
1111110
0111111
Es=1 0011111 (8:37)
000 1 111

Pour déterminer le nombre de branches du treillis, on commence par compter le nombre de 1
par colonne de la matrice enveloppe. Soit n; le nombre de 1 de la i-éme colonne ; le nombre total
de branches est égal a >, 2™,

Pour cet exemple, le nombre de branches du treillis est égal & 21 +224+23 424424424423 = 70.

La matrice enveloppe associée a la matrice génératrice G est la suivante

1111000
0111100

B= 0 01 1110 (8.38)
0 001 1 11

Le nombre de branche du treillis correspondant est égal a 21 +22 423 +24 423 4+ 22 1 21 — 44,

Comme la complexité du décodage & partir du trellis du code est proportionnelle au nombre
de branche de celui-ci, il est préférable d’utiliser la seconde matrice génératrice.

Pour construire le treillis de ce code, il faut considérer chaque ligne de la matrice génératrice
comme un sous-code (N,1) et ne comprenant donc que 2 mots de code.
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Construisons le treillis & partir de la matrice génératrice G. Les différentes phases de cette
construction sont présentées sur la figure 8.4. Pour la premiére ligne, le sous-code comprend les
mots de code 0000000 et 11010000. Le treillis de ce sous-code comprend donc 2 chemins. On
construit alors le treillis du sous-code correspondant aux deux premiéres lignes de matrice généra-
trice. Ce treillis est simplement le produit du treillis des sous-codes relatifs a la premiére et seconde
ligne du treillis. Cette procédure est répétée jusqu’a construction compléte du treillis. On peut
vérifier que le treillis ainsi obtenu comporte bien 44 branches. Nous verrons dans le paragraphe
consacré au décodage des codes convolutifs qu’il existe des algorithmes de décodage utilisant la
représentation en treillis. Ces algorithmes peuvent donc aussi étre utilisés pour le décodage des
codes en bloc linéaires.

F1G. 8.4 — Diagramme en treillis du code de Hamming (7,4)

8.6 Bornes sur la distance minimale des codes linéaires en
bloc

Nous allons donner dans ce paragraphe les bornes inférieures et supérieures principales sur la
distance minimale des codes linéaires en bloc. Ces bornes sont trés utiles pour comparer les codes
correcteurs d’erreurs entre eux.

Une premiére borne supérieure est la borne de Singleton :

dopin < N — K +1 (8.39)

Les codes réalisant 1’égalité dans (8.39) sont appelés codes séparables a distance maximale ou
code MDS.
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En divisant les deux termes par IV, on obtient :

dN Sl_R+N avec R:N (8.40)

Une seconde borne supérieure est la borne de Plotkin qui s’obtient lorsque N — 400 :

<=(1- .
< ;1-R) (8.41)

Une borne supérieure plus fine est la borne de McEliece-Rodemich-Rumsey-Welch [19] :

1 dmin dmzn
<1-— - — — .
R<1-H, ( . \/ (1 ) ) VN (8.42)

avec Ha(a) = —logy o — (1 — o) logy (1 — )

Finalement nous présentons la borne de Gilbert-Varshamov qui est la borne inférieure la plus
utilisée :

R>1—H, (d“]z;"> VN (8.43)

Sur la figure 8.6 nous présentons les courbes R = f(dmin/N) relatives aux bornes de Gilbert-
Varshamov et de McEliece-Rodemich-Rumsey-Welch.

Rappelons que les bornes de Plotkin, Gilbert-Varshamov et McEliece-Rodemich-Rumsey-Welch
sont valables lorsque N — 400 .

1
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

0 I I I I I I I I i
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

dmin/N

F1a. 8.5 — bornes sur la distance minimale des codes linéaires en bloc (1) borne inférieure de
Gilbert-Varshamov (2) borne supérieure de McEliece

8.7 Décodage optimal

L’objectif du décodage optimal est de déterminer la séquence qui a été le plus vraisemblable-
ment émise X.
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Soit la séquence x = (zg, z1,22,...,2xn—1) de longueur N envoyée dans un canal discret sta-
tionnaire sans mémoire de densité de probabilité conditionnelle p(y/z) et y = (yo, ¥1, Y2, - -, UN—1)
la séquence regue.

D’une maniére générale, un décodeur mazimum a posteriori (MAP) cherche parmi toutes les
séquences possibles x, la séquence estimée x pour laquelle la probabilité conditionnelle Pr(x|y)
est la plus grande.

% = arg max Pr(x|y) (8.44)
On peut écrire :
Pr(y|x)Pr(x)
Pr(xly) = —————= 8.45
(xly) = 2P (8.45)

Il est raisonnable de considérer que tous les mots de code sont a priori équiprobables.

Avec cette hypothése et puisque de plus le dénominateur Pr(y) est commun & toutes les
séquences, la séquence estimée X est la séquence pour laquelle la probabilité conditionnelle Pr(y|x)
est la plus grande.

% = arg max Pr(y|x) (8.46)

Un décodeur utilisant ce critére est appelé un décodeur & mazimum de vraisemblance (maxi-
mum likelihood en anglais ou ML).

Lorsque les mots de code sont équiprobables, les décodeurs MAP et ML sont identiques.

En considérant que les signaux émis sont perturbés indépendamment les uns des autres, la
probabilité conditionnelle est égale au produit des probabilités conditionnelles Pr(y;|z;) :

N—-1
Pr(ylx) = [ Pr(uilz:) (8.47)
1=0

La recherche de la séquence la plus probable implique donc que le décodeur ML calcule les
distances entre la séquence regue et toutes les séquences possibles. Il faut ici distinguer deux cas :
- si lentrée du décodeur est binaire on parlera de décodage a entrées dures (hard decoding en
anglais). Ce cas correspond a l'utilisation d’un canal & sorties binaires (comme le canal binaire
symétrique par exemple) ou d’un canal a sorties continues mais ayant subi un seuillage avant le
décodeur. Le décodeur & entrées dures calcule des distances de Hamming
- si 'entrée du décodeur peut prendre une valeur continue, on dira que le décodage est & entrées
souples ou pondérées (soft decoding en anglais). Ce cas correspond par exemple a I'utilisation d’un
canal & sorties continues comme le canal a bruit blanc additif gaussien. En pratique, 'entrée est
quantifiée sur plusieurs bits (3 ou 4 bits suffisent généralement pour ne pas dégrader les perfor-
mances du décodeur. Contrairement au décodeur a entrées dures, le décodeur & entrées souples
calcule des distances euclidiennes.

8.8 Performances des codes linéaires en bloc avec décodage
a entrées dures

Pour le canal binaire symétrique de probabilité d’inversion p, la probabilité Pr(y|x) est la
suivante :

p du (y,x)
Pr(ylx) = p ) (1 — p)N=dux) = (1 — p)N <1Tp> (8.48)
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ot dy(y,x) est la distance de Hamming entre la séquence regue y et la séquence x. Comme p est
compris entre 0 et 0.5, on a0 < ﬁ < 1. Ainsi, maximiser Pr(y|x) revient & minimiser la distance
de Hamming entre y et x.

Pour un canal de transmission binaire symétrique, la probabilité qu’un mot re¢u de longueur
N bits contienne ¢ erreurs est la suivante :

Py; = Cyp'(1=p)N ™' (8.49)
ou p est la probabilité d’erreurs du canal binaire symétrique.

Ainsi donc, pour un code en bloc linéaire sachant corriger jusqu’a e erreurs dans le mot regu de
longueur N on peut donner une borne supérieure sur la probabilité d’erreurs mots aprés décodage
TEM en sommant les probabilités Py; correspondant aux cas ot le nombre d’erreurs en sortie du
canal est supérieur a la capacité de correction du code. On a :

N N
TEM< > Pyi= » Cip'(1-p)"~ (8.50)
i=e+1 i=e+1

L’inégalité se transforme en une égalité uniquement lorsqu’un code parfait est utilisé.

8.9 Bornes par réunion

La borne par réunion permet de majorer une probabilité d’erreurs.
Considérons un décodeur & maximum de vraisemblance qui décide en faveur du mot de code
le plus probable c’est-a-dire le plus proche au sens de la distance euclidienne :

% = arg max Pr(y|x) (8.51)

La probabilité de décoder un mauvais mot de code sachant un mot de code x; transmis est
bornée supérieurement comme suit :

Pr(erreur mot|x;) = Pr(y € A;|x;)
< Z Pr(y € Aj|x;) (8.52)
JijFi
avec A; zone de décision associée au mot de code x;.

la probabilité Pr(y € A;|x;) que y soit plus prés de x; que de x; est appelée la probabilité
d’erreurs par paire. On la note Pr(x; — x;).

Pr(x; — x;) dof Pr(y € Aj|x;) (8.53)

Sachant que x; a été transmis, la probabilité que y ne soit pas dans la zone de décision A; est
inférieure ou égale & la somme des probabilités d’erreurs par paire Pr(x; — x;) pour tout j # 4.
Finalement le taux d’erreurs mot (TEM) est égal a :

TEM = Z Pr(x;,erreur mot)
= Z Pr(x;)Pr(erreur mot|x;) (8.54)

K3

D’une maniére générale, la borne par réunion est un outil trés utile pour évaluer les perfor-
mances des systémes de transmission avec codage méme si elle n’est précise que pour les rapports
signal & bruit élevés.
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I
I
X3 | X1
® | ®
N, | A,
I
I
______ |_ - -
I
N, | N,
Xa | Xz
° | °
I
|

F1G. 8.6 — Zones de décision associées aux mots de code.

Exemple : soit un ensemble de 4 mots de codes x1,X2,X3 et x4 et leurs zones de décision
associées A1, Ao, A et Ay présenté sur la figure 8.6 .

On peut par exemple borner supérieurement la probabilité d’erreur Pr(erreur mot|x;) :

Pr(y € Ai|x1)

Pr(erreur mot|x;) (

r(y € (A2 UA3 U Ay)|x1)
(
(

IN

r(y € Ai2|x1) + Pr(y € Aislx1) + Pr(y € Awslx1)
r(x1 — X2) + Pr(x; — x3) + Pr(x; — x4)

P
P
P
L’exemple est illustré par la figure 8.7 .

8.10 Performances des codes linéaires en bloc avec décodage
A entrées souples

Considérons a nouveau une modulation bipodale ou les échantillons codés émis peuvent prendre
les amplitudes ++/RE, ou —RE;, (avec Ej énergie de ’échantillon et R = % est le rendement
du code.) sur un canal BBAG. A la sortie du filtre adapté, on a :

Yi = Ty + Ny

On rappelle que pour un canal BBAG la probabilité Pr(x; — x;) est donnée par :

. 1 d(Xi,Xj)
P’I’(Xi — X]) = §erfc<W> (855)

ou d(x;,x;) est la distance euclidienne entre les deux mots x; et x; .

Soit ¢; et c; les deux mots de code associés respectivement aux mots x; et x;. Si la distance
de Hamming entre c; et c; est égale & dm(c;,c;) = d, la distance euclidienne entre x; et x; est
égale a
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)

Fi1c. 8.7 — Exemple.

M=

d(Xi, Xj) =
k=1

= /4dRE)

= 2+/dRE)

On a alors :

1 E
Pr(x; — xj) = ierfc<,/dRFZ>

Exemplel : code de répétition (3,1)
TBD

Exemple?2 : code de parité (3,2)
TBD

(2y/RE})?

(8.56)

(8.57)

Nous allons maintenant utiliser la borne par réunion pour exprimer une borne supérieure sur le
taux d’erreur mot (TEM) et le taux d’erreur bit (TEB) du décodeur & maximum de vraisemblance
sur un canal a bruit blanc additif (BBAG) associé a un code en bloc linéaire (N, K). La borne par
réunion rameéne la comparaison d’un ensemble de mots de code & un certain nombre de comparaison
de mots de code deux & deux. En supposant que tous les mots de code sont équiprobables, on

obtient la borne supérieure suivante sur le taux d’erreur mot :

< — -
TEM 5 E Agerfc <1 [dR . )

d=dmin

(8.58)
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ou Ay est le nombre de mots de code de poids d. d,, est la distance de Hamming libre ou
minimale du code en bloc.

Par ailleurs il est possible d’exprimer une premiére borne supérieure de type réunion-Bhattacharyya
[30] sur le taux d’erreur bit :

o}
rp < WACN2) 85)
W=Z=e"FEv/No
N
= > BiH! (8.60)
d=dmin H=e—REyp/No
avec w
Bd = Z ?Aw,z (861)

d:d=w+z

La premiére ligne permet de distinguer la contribution des mots d’information de poids w alors

que dans la seconde ligne nous avons regroupé la contribution des mots de code de poids d en
introduisant le coefficient Bj.

Une borne plus fine sur le taux d’erreur bit [30] peut étre obtenue a partir de (8.10) en utilisant
I’inégalité suivante :

erfc(v/x +y) < erfe(v/z)e ™

E E _ (d—dpin)RE,
erfc(“dRﬁ) < erfc( dmmRFI;>e Mo

Finalement, cette borne supérieure sur le taux d’erreur bit s’exprime comme suit :

On a alors :

c
TEB < %erfc( dmmR&> pdminRRE 0A% (W, Z)

No ow | e
1 Eb Ao s R& N d
_ 1 B\ dminRE
= Serfe dmmRNO e o Y B4H Cn (8.62)
d=dmin H=e ~No

En ne gardant que les premiers termes on utilisera I’approximation suivante :

1 & £,
TEB ~ - Bgerfe| +/dR=2 8.63
2 mee(fa) o

Traditionnellement on considére qu'un bon code correcteur d’erreur est un code qui maximise
la distance minimale d,,;,. Cette distance conditionne les performances a fort rapport Ej, /Ny. Une
autre approche permettant aussi de diminuer le TEB consiste a réduire By.

exemple (suite) : code de parité (3,2)
A partir de la fonction d’énumeération de poids A(W, Z) on obtient

1. 2
By=-2+21=2
275215

3 4 E,
TEM < —erf —— .64
_2erc< 3N0> (8.64)
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et
4 Ey,

TEB =~ erfc( 3 No) (8.65)

Remarque : certains auteurs distinguent ’énergie par bit transmis Fj et ’énergie par bit utile
ou bit d’information Fj,:, dans ce document nous n’utiliserons pas la notation Fp,: et donc Ej
sera toujours I’énergie par bit utile ou d’information.

8.11 Gain de codage

Nous avons vu que pour un canal BBAG, il est théoriquement possible de réaliser une transmis-
sion sans erreur a un rapport E,/Ny = 0dB en utilisant un code de rendement 1/2. La différence
entre une chaine de transmission utilisant une modulation bipodale sans codage et cette limite de
capacité théorique est de 9.6 dB (4 un taux d’erreur bit de 10~%). L’ajout d’un code correcteur
d’erreur doit permettre de rapprocher le point de fonctionnement de la chaine de transmission de
cette limite théorique.

Définition : pour un taux d’erreur fixé (mot, bit, symbole), on définit le gain de codage d’un
code correcteur d’erreur comme étant la différence de rapport Ej, /Ny entre la chaine sans codage
et la chaine utilisant ce code 2 .

Sur la figure 8.8 nous avons présenté les courbes de performances théoriques TEM = f(Ep/No)
(obtenue en utilisant I’équation (8.47)) de trois chaines de transmission utilisant un code correcteur
d’erreur et un décodeur a entrées pondérées ainsi que la courbe obtenue sans codage (modulation
bipodale). Pour un taux d’erreur mot de 10~?, les gains de codage du code de parité (3,2), du code
de Hamming (7,4) et du code de Golay (23,12) sont respectivement de 1.3dB, 2.3dB et 3.8dB.

Dans le paragraphe précédent, nous avons déterminer une borne supérieure du taux d’erreurs
mots :

1 N Ey
<= \JdR=L .
TEM < 5 P Aderfc< dR 0) (8.66)

Une approximation raisonnable pour les taux d’erreurs élevés consiste a ne prendre en compte
que la contribution des mots de code dont le poids est égal a la distance minimale. On a alors

I’approximation suivante :
1 E
TEM =~ = Agminerfc| y/dminR=2 (8.67)
2 Ny

Si on ne tient pas compte du terme Agm,in, le gain de codage "asymptopique" s’écrit simple-
ment :

GClsympt =~ 101ogo(dminR) en dB (8.68)

En prenant en compte le nombre de mots de codes a la distance minimale Agp,n, On peut
approximer le gain de codage réel comme suit :

GCTE‘I\I ~ 101Og10(dmmR) — 0.210g2 (Admin) en dB (869)

2Certains auteurs distinguent ’énergie par bit transmis E; et I’énergie par bit utile ou bit d’information Ej,,
dans ce document nous n’utiliserons pas la notation Ej,; et donc Ej sera toujours ’énergie par bit utile ou
d’information.
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107 ¢ < ; < ]
: : — — sans codage
—+— code de parité (3,2)
—— code de Hamming (7,4) |]
—— code de Golay (23,12)
-2
10k : 4
10°E

Gain de csdag

-6

10 ¢

10

EN, (dB)
Fi1G. 8.8 — Gain de codage de différents codes

Le facteur 0.2 logy (Agmin) prend en compte 'impact du nombre de mots de codes a la distance
minimale sur le gain de codage. Le facteur 0.2 correspond a la pente de la fonction er fe(.) dans
la région 10~° — 1072, Cette formule n’est qu’une approximation.

Par exemple, pour le code de Golay (23,12), on a R = %, Amin = 7 €t Agmin = 253 soit un
gain de codage approximativement égal a 4 dB.

Au lieu du TEM, il est également possible d’utiliser le taux d’erreurs mots par bit d’information
(TEMB) pour définir le gain de codage :

TEM 1 Agmin _F
TEMB= -~ ffK erfc<1/dmmRFZ> (8.70)

Dans ce cas on a la relation suivante :

Ad}’{”m) en dB (8.71)

Pour ’exemple considéré ci-dessus, le gain de codage serait alors égal a 4,75 dB.

GCTEMB ~ 10 loglo(dminR) — 0.210g2(

Sur la table suivante nous présentons les gains de codage pour différents codes correcteurs
d’erreurs en bloc binaires :
Une autre approche consiste a utiliser le TEB (mais qui implique alors de calculer Bgpin)-

8.12 Comparaison des performances des décodeurs a entrées
dures et pondérées
Sur la figure 8.9 nous présentons les courbes de performances TEM = f(E,/Ny) d’une chaine

de transmission utilisant un code de Hamming (7,4) et un code de Golay (23,12). Les courbes
en trait pointillé sont obtenues avec un décodeur a entrées dures ( en utilisant 1’équation (8.50))
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| code | (N7 K) | R | dmin | Admin | Gcasympt | GCTEMB |
Hamming (7,4) 0.57 3 7 1.1 dB 0.84 dB
Reed-Muller | (8,4) 0.5 4 14 3 2,6
Hamming (15,11) 0.733 3
Reed-Muller | (16,5) 0.31 8 30 4 3,5
Golay (23,12) 0.52 7 253 5,6 4,7
Golay (24,12) | 05 8 759 6 18

et les courbes en trait continu sont obtenues avec un décodeur & entrées pondérées ( en utilisant
Péquation (8.47)). Pour le code de Golay, on peut observer que le décodage & entrées pondérées
apporte un gain d’environ 2 dB.

1

10 £ T T T
3 8 —— code de Hamming dur
N ;;\ o —+— code de Hamming pondéré
L N —*— code de Golay dur
- N * —x— code de Golay pondéré
1072 L N S _ >0lay p 4
E A N B
< <
iy
% N
N N
3 N\ N
10 "E N \K q
E N R : : B
N N
* \
N
-4 \ -
E 10 N N §
[= N N\
\ AN
\ N
10°E * Yo 4
\ N
\ \
N \
\
10°k Py v \ 3
E % 3
N : R
) \
-7 * \
10 'k : \\ H A =
o < . N ]
I I I 1 Lo i I Ny I
3 4 5 6 7 8 9 10 11
E /N
b o

Fia. 8.9 — Comparaison du décodage & entrées dures et pondérées



Chapitre 9

Codes cycliques

9.1 Definition et Propriétés

Avertissement : Dans ce chapitre, la convention de notation adoptée est la convention poids
fort (MSB)a droite.

Les codes cycliques forment un sous ensemble des codes linéaires en bloc. Alors que pour un
code en bloc linéaire K mots de code sont nécessaires pour déterminer I’ensemble des 2% mots de
code, dans le cas des codes cycliques, un seul mot de code suffit.

Ces codes contiennent les familles de codes les plus importantes comme les codes de Hamming,
de Golay, les codes BCH et Reed Solomon. Leurs propriétés permettent un codage et un décodage
relativement aisés.

Dans ce chapitre, nous présenterons les codes cycliques dans le corps de Galois GF(2) bien que
ces codes se généralisent dans GF(q).

Les codes cycliques possédent la propriété principale suivante :

Sic={[copecr ... cy—2 cy—1] est un mot de code, alors le mot obtenu par décalage circulaire a
droite d’une position ¢’ = [ey—1 ¢p ... cN—3 cy—2] est aussi un mot de code.

Pour décrire un code cyclique (N, K), il est pratique d’associer a chaque mot de code ¢ =
[coc1 ... en—2 eny—1] un polynome ¢(p) de degré inférieur ou égal & N — 1 :

cp) =co+eip+-+enopN F4enopN Tt

Nous allons montrer que les propriétés des codes cycliques s’obtiennent simplement en utilisant
’algébre des polynémes modulo pV ! — 1.
Calculons le polynome pc(p) :

pe(p) = cop+ c1p® + -+ en—ap™ T+ en_1p™
Aucun mot de code n’est associé & ce polyndéme puisque le degré de celui-ci peut étre supérieur a

N —1.
En ajoutant cy_1 puis retranchant cy_1, cette expression peut encore s’écrire :

pe(p) = en—1+ cop+cp® + -+ +en_op™ T+ eno1 (Y = 1)
Or le polynéme ¢/ (p) associé au mot de code ¢’ défini ci-dessus est égal a :
N—1

d(p)=cn_1+cop+---+en_ap

99
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Ainsi, on a donc :
d(p) = pe(p) — en—1 (PN = 1)
Effectuons le calcul de pc(p) modulo p?¥ — 1. On obtient :

d(p) =pe(p)  mod (p" —1)

Ainsi un décalage circulaire & droite d’une position correspond & une multiplication par p
modulo pV — 1.

Plus généralement un décalage circulaire a droite de i positions correspond & une multiplication
par p* modulo p» — 1.

9.1.1 Propriétés des codes cycliques

Propriété 1 : Si ¢(p) est un polyndome de degré N — 1 associé & un mot de code d'un code
cyclique (N, K), alors

(ap + a1p + asp® + -+ aK,lpK_l)c(p) mod (pN -1 (9.1)
avec ag,ai,...,ax—1 € GF(2)

est aussi un polyndme associé & un mot de code.
Cette relation montre qu’a partir d’un polynome c(p), il est possible de retrouver I’ensemble
des 2% mots de code du code cyclique.

Propriété 2 : Il est possible de construire un code cyclique (N, K) a partir d’'un polynoéme
générateur noté g(p) de degré N — K.

N—-K-1 N—-K

9gp)=go+gp+- - +9gnN-K-1P +p

g(p) est le polynome de degré minimal parmi les 2% mots de code du code cyclique.
Propriété 3 : Le polynéme g(p) de degré N — K doit étre un facteur de p¥ — 1.

Propriété 4 : L’ensemble des 2% polynémes associés aux 2% mots de code d’un code cyclique
(N, K) s’obtient par multiplication de g(p) par les 2% polynomes de degré inférieur ou égal a
K —1.

Si on définit le polyndme u(p) associé au mot d’information u = [ug u1 ... ug—2 ug_1]

u(p) =uo +urp+ -+ ug—op™ 7 +ug_1p*!
On a la relation suivante entre le polynome u(p) de degré K — 1 et le polynome ¢(p) de degré
N-—1:
c(p) = u(p)g(p) (9-2)

Propriété 5 : Tout polynome facteur de p”¥ — 1 engendre un code cyclique.

~Enumeérons la décomposition en produit de polynomes irréductibles des polynémes de la forme
p? =1 —1 pour J < 5.

Les polynoémes irréductibles de cette table sont les principaux polyndémes utilisés pour la
construction de codes cycliques. Par exemple p” — 1 se décompose en un produit de 3 polynomes
irréductibles. Il est donc possible de construire les 3 codes cycliques suivants avec N = 7 :

-un code (7,6) avec g(p) =1+p
-un code (7,4) avec g(p) =1+ p+p3
-un code (7,4) avec g(p) = 1+ p? +p?

Les codes cycliques (7,4) ainsi obtenus sont des codes de Hamming étudiés précédemment.
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j=2pP-1=0+p)(A+p+p’

j=31p -1=0+p)(+p+p°)1+p*+p°)
j=41p"-1=0+p)0+p+p)0+p°+p" A +p+p" )1 +p+p>+p° +p")
J=5 1" —1=0+p)1+p° +p")A+p*+p°)1+p° +p* +p" +p°)
(I+p+p°+p*+p°) A +p+p* +p* +p°) A +p+p* +p* +0°)

TAB. 9.1 — Décomposition en produit de polynomes irréductibles des polynomes de la forme
p¥ =1 — 1.(table & compléter)

mots d’information mots de code
U1 u2 us Uy C1 C2 C3 Cq Cs Cg Cr
0 0 0 0 o o0 O o0 o0 0 o
1 0 0 0 11 0 1 0 0 O
0 1 0 0 0 1 1 0 1 0 O
1 1 0 0 1 0 1 1 1 0 O
0 0 1 0 0 O 1 1 0 1 0
1 0 1 0 1 1 1 0 O 1 0
0 1 1 0 0 1 0 1 1 1 0
1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 0
0 0 0 1 0O 0 O 1 1 0 1
1 0 0 1 1 1 0 O 1 0 1
0 1 0 1 0 1 1 1 0 O 1
1 1 0 1 1 0 1 0 0 0 1
0 0 1 1 o o0 1 o0 1 1 1
1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 1 1 0 1 0O 0 O 1 1
1 1 1 1 1 0 0 1 0 1 1

TAB. 9.2 — Liste des mots de code du code de Hamming (7,4) avec g(p) = 1 +p + p>.

Exemple : Considérons le code de Hamming construit & partir du polynome générateur g(p) =
14 p+ p3. Les 16 mots de code s’obtiennent par multiplication des polyndmes associés aux mots
d’information avec g(p). L’ensemble des 16 mots de code est donné dans la table 9.2.

Soit u=[111 0] (en utilisant la convention MSB a droite)
u(p) =1+p+p’
c(p) =u(p)g(p) = A +p+p*)(L+p+p’) =1+p'+p°

L’obtention de la matrice génératrice & partir du polynéme générateur est immédiate. Nous
avons vu précédemment que la matrice génératrice d’'un code linéaire en bloc s’obtient & partir de
K mots de code indépendants. Dans le cas des codes cycliques, il suffit de choisir les polynémes
suivants :

Par exemple, pour le code de Hamming (7,4) avec g(p) = 1+ p + p3, la matrice génératrice est
la suivante :
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1101 0 0 0
01 101 0O
G= 0011010 (9-3)

0001101
La matrice génératrice ainsi obtenue n’est pas sous la forme systématique. En pratique, il est
souhaitable que la matrice génératrice soit sous une forme systématique. Soit le mot d’information

u=[upur ... ug—2 ur—1) et u(p) = uo + wrp + -+ + ug—2p™ "2 + ug_1p¥ ! son polynoéme
associé. Multiplions u(p) par pV ¥ :

PV Eulp) = ugp K +urpV K b g opV 2 b ug_pN !
Le polyndme ¢(p) associé & un mot de code sous la forme systématique ¢ = [¢g ¢1 ... en—1] =
[coct - CN—K—1UQ UL ... Ug—2 Ug_1] S'écrit :
c(p) = r(p) + " Fulp) (9-4)
=q(p)g(p) d’apreés la propriété 3 des codes cycliques (9.5)

Divisons p™ ~¥u(p) par g(p). On obtient :

PV Fu(p) = q(p)g(p) + r(p)

ot q(p) est le quotient et r(p) est le reste de la division de degré inférieur & N — K.

En résumé :

Pour obtenir le mot de code sous forme systématique ¢(p) = ¢(p)g(p) il suffit donc :
-1 de multiplier le polynéme u(p) par p™¥ %
-2 de diviser p™¥ "% u(p) par g(p) pour obtenir le reste r(p)
-3 d’ajouter le reste r(p) a p™¥ ~Ku(p)

c(p) = r(p) + " Fu(p)
exemple : Considérons le mot d’information u = [1 1 1 0] et le code de Hamming (7,4) avec
g(p) = 1+ p+ p® Le polynéme associé a u est u(p) = 1+ 1p+ 1p? +0p>. On a :

p*u(p) =p® +p' +p°

p°+p*+p’ p’+ p+1
p’+p’+p’ ,
p'+p’ PR
p'+p’+p
p

Le reste de la division de p3 + p* + p® par g(p) = 1 + p + p® est égal & p. Ainsi le polynome
¢(p) associé au mot de code s’écrit :
c(p) =p+p* +p' +p°
Le mot de code est donc finalement :
c=1[010 1110]

CoC1C2  UpU1U2U3

CoC1C2  C3C4Cs5Ce

contréle information

Attention, cette écriture est différente de la forme systématique présentée dans le chapitre sur
les codes en blocs linéaires ¢ = [¢ocrcacscacscs] = [uouguauscacsce)
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9.2 Détection d’erreurs par CRC

Pour détecter la présence d’erreurs dans un mot regu, la majorité des protocoles utilent une
technique baptisée Cyclic Redundancy Check (CRC). Cette technique consiste & utiliser un code
cyclique.

Il faut souligner que cette technique ne permet pas de corriger les erreurs. On peut cependant
demander une réémission du mot de code Automatic Repeat Request (ARQ) en anglais.

Soit g(p) le polynome générateur du CRC. A partir d’un mot d’information u(p), le mot de
code ¢(p) est construit sous forme systématique comme précédemment :

-1 multiplication de u(p) par p¥ &
-2 division de p¥~®u(p) par g(p) pour obtenir le reste r(p)
-3 ajout de r(p) a pN~Eu(p)

On obtient donc le mot de code systématique ¢(p) sous la forme suivante :

NfK,UJ(

c(p) =r(p) +p )

A la réception, on divise le mot regu par g(p). Si le reste de la division est nul, alors il n’y a
pas d’erreur. Sinon, il y a une ou plusieurs erreurs dans le mot regu.

La table (9.2) donne quelques polynomes utilisés pour la transmission des trames composées
d’octets.

CRC16 9p) =p°+p° +p?+1
CRC-CCITT gp) =p" +p2+p° +1

TAB. 9.3 — polynoémes générateurs pour CRC

Le CRC-CCITT est utilisé dans les controleurs de disque ainsi que dans les protocoles SDLC,HDLC
et X25.

9.3 Codage des codes cycliques

Dans ce paragraphe nous allons étudier ’architecture nécessaire pour le codage des codes
cycliques. Nous verrons que ces opérations utilisent de simples additionneurs modulo 2 et des
registres & décalage.

9.3.1 Structure matérielle d’un diviseur de polynémes

Soit la division d’un polynéme dividende a(p) par un polyndéme diviseur g(p) de degré d dans
le corps de Galois GF(2). Le reste r(p) et le quotient ¢(p) de cette division sont définis par la
relation classique :

a(p) = g(p)a(p) + r(p)
Exemple : Soit la division de 1+ p? + pb par 1+ p + p?.

En analysant les étapes du calcul de cette division, on peut faire les remarques suivantes :

-1 Au cours de la division, le degré du dividende décroit : les modifications du dividende
sont réalisées de la gauche vers la droite (des poids forts vers les poids faibles)

-2 Pour un diviseur de degré d, a chaque itération, les modifications du dividende ne
portent que sur les (d 4 1) termes les plus a gauche. Les autres termes du dividende peuvent étre
momentanément ignorés.

-3 Lorsque la modification du dividende a lieu, elle consiste & ajouter terme a terme les
d + 1 coefficients du diviseur.
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1p®+0p°+0p* +0p°+1p°+0p+1 1p®+1p+1
1p6+1p5+lp4
0p6+1p5+1p4+op3

1p*+1p°+0p°+1p+0

1p5 +1p4 +1p3

0p5+op4+1p3+1p2
op4+op3+0p2

0p*+1p*+1p*+0p
1p°+1p* +1p

op’+0p®+1p+1

Fort de ces remarques, il est possible de déduire une structure matérielle pour réaliser cette
division. Cette structure comporte autant de registres & décalage que le degré du diviseur. Elle est
présentée sur la figure 9.1 pour ’exemple traité ci-dessus.

1 1p 1p?
a( p) S S, quotient
®) —

F1G. 9.1 — structure matérielle d’un diviseur par 1+ p + p?

Il est important de préciser que les bits entrent dans le diviseur poids fort (MSB) en téte.

A chaque coup d’horloge, un nouveau coefficient du polyndéme a(p) entre dans le circuit. Aprés
d coups d’horloge, le premier coefficient non nul du quotient sort du dernier registre a décalage.
Ce coefficient est multiplié par g(p) puis soustrait comme dans une division classique.

Le séquencement correspondant a la division calculée ci-dessus est donné sur la figure 9.2 et
dans la table 9.5. On peut vérifier qu’a chaque instant les registres internes contiennent la partie
du dividende en cours de calcul. Le quotient est obtenu & partir du second coup d’horloge en sortie
du registre sy q(p) = 1p* + 1p* + 0p? + 1p + 0. Au dernier coup d’horloge, la sortie des registres a
décalage correspond bien au reste de la division soit r(p) = 1p + 1.

9.3.2 Structures d’un codeur cyclique

Dans le cas des codes cycliques (N, K), nous avons vu qu’avant de calculer le reste r(p) de
la division il est nécessaire de prémultiplier le polyndéme associé au mot d’information u(p) par
p¥ =K. La multiplication par pI¥ = est équivalente & ajouter p™ ~¥ zéros a la suite de u(p).

exemple : Considérons a nouveau I'exemple du code cyclique de Hamming (7,4) avec g(p) =
l+p+p?

La structure du codeur est donnée figure 9.3. Comme précédemment les bits sont introduits
dans le codeur MSB en téte.

Reprenons le mot d’information u = [1 1 1 0] (en utilisant toujours la convention MSB a
droite) associé au polynéme u(p) = 1+ p + p?
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op° [ ] 1p® 1p? 1 1p° 4
Di’é"ﬂ’“" P " S L) S

op* [ ]op® 1p° Op [ ] 1p? 1p°
2
> ——» D ——» D > ——» D ——» D o »
1p* 1p° 1p 1p?
op Jop® op 1p? 1p’
——» D —» D > D D >

1 ] [ 10p?
R S - 0 B
1p® 1p* ‘ ‘
op® 1p* ] —11p
L %%%D%%Dg%

F1G. 9.2 — séquencement du diviseur par 1+ p + p?

entrée | coup d’horloge

V)
[y

»
[

_— o= OO o

N O Uk W N+ O
=== O = O
RO, O FOO

LSB

TAB. 9.4 — séquencement du diviseur

Apreés prémultiplication, le mot transmis au diviseur est [0 00111 0]
On retrouve le reste calculé précédemment soit 7(p) = 0 + 1p + 0p?. Avec cette structure, il
faut 7 coups d’horloge pour obtenir le reste de la division sur 3 bits.

Il est possible de réduire le nombre de coups d’horloge nécessaire pour calculer le reste en
exploitant le fait que les N — K derniers bits du polynome p™¥~%u(p) sont nuls. Au lieu de
modifier les N — K + 1 coefficients les plus & gauche du dividende & chaque itération, on peut
décomposer la division en K divisions successives.

Reprenons exemple précédent pour illustrer ce principe : u(p) = 1+p+p? et g(p) = 1+p+p>.

La structure du codeur correspondant est donnée sur la figure 9.4.

En résumé, cette structure permet de gagner N — K coups d’horloge correspondant aux N — K
derniers bits nuls du polynome p™ ~Ku(p).

Nous pouvons maintenant présenter la structure matérielle compléte d’un codeur pour le code
de Hamming (7,4) défini par le polynéme g(p) = 1 + p + p?

Le codage s’effectue en deux étapes :

1/ L’interrupteur Py est fermé et P; est en position A. On applique K = 4 coups d’horloge
pour envoyer les K premiers bits du mot de code et calculer le reste r(p).

2/ L’interrupteur Py est ouvert et P; est en position B. On applique N — K = 3 coups d’horloge
pour envoyer les N — K derniers bits du mot de code (correspondant au reste).

Ces structures matérielles de codeurs sont & comparer & celles utilisant des additionneurs
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1 1p op* 1p’

3

pu(p) ) S, S;
Dl D

A 4
O

F1G. 9.3 — structure matérielle d’un codeur de Hamming g(p) =1+ p + p3

[
0
[

entrée | coup d’horloge

OO O = == O

N O UL W N~ O
O === =0 0w
—_— OO R MFOOO
OO»—*»—*OOOOC%:

TAB. 9.5 — séquencement du codeur de Hamming

modulo 2 définies a partir du graphe de Tanner.

9.4 Décodage des codes cycliques

Le décodage d’un code cyclique en bloc comprend deux phases distinctes :
-1 calcul de syndrome
-2 localisation des erreurs

Le calcul du syndrome s’obtient en réalisant la division du mot regu y(p) par g(p).

y(p) = q(p)g(p) + s(p) (9.6)

1p° 1p°+0p*+1p+1

+ lp5+0p4+1p3+1p2

1p? +1
0p5+0p4+1p3+1p2 p p

+ 1p*

1p4 +1p3 +1p2
+ 1p*+0p’+1p’+1p

1p®+0p° +1p
+ 1p3

1p
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1 1p 0p* 1p°

S S2 Ee

p°u(p)

FIG. 9.4 — structure matérielle d’un codeur de Hamming g(p) =1+ p + p3

FIG. 9.5 — structure matérielle compléte d'un codeur de Hamming g(p) = 1+ p + p?

Le reste de cette division posséde toutes les propriétés d’un syndrome :

Si s(p) = 0, alors le mot regu y(p) est un mot de code

s(p) est un polynome de degré inférieur ou égal & N — K — 1. A partir de la valeur de s(p) il est
possible d’estimer un vecteur d’erreur é(p).

Sur la figure 9.6 nous présentons la structure d’un décodeur relatif au code de Hamming (7,4)
défini par le polynéme g(p) = 1 +p + p?

1 1p op? 1p?

T % 4 1% i

Logique de décodage

ﬁ mémoire tampon 7 bitTE

FIG. 9.6 — structure du décodeur pour le code de Hamming g(p) = 1+ p + p3

La logique de décodage associe a chaque valeur du syndrome s(p) le vecteur d’erreur estimé
é(p). Il suffit ensuite d’ajouter ce vecteur d’erreur au mot regu y(p) :

¢(p) = y(p) + é(p) (9.7)

La complexité de ce décodeur réside dans la logique de décodage. Cette solution est cependant
intéressante lorsque le nombre d’erreurs a corriger est faible.
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9.4.1 Correction d’une erreur

Lorsque le code permet de corriger une seule erreur, la logique de décodage est une simple
porte & (N-K) entrées.

Soit une erreur de la forme e(p) = p’. Le syndrome associé a cette erreur a la forme particuliére

suivante : _
s(p) =p’ mod g(c) (9-8)

Sur la figure 9.6 nous présentons cette structure de décodage pour le code de Hamming (7,4)
défini par le polynéme g(p) = 1 +p + p?

1 1p 0p? 1p°

¥(p) S I S, I S,
| Y

¢p)

“» mémoire tampon 7 bit +

F1a. 9.7 — structure de décodage & complexité réduite pour le code de Hamming défini par g(p) =
1+p+p?

Pour cet exemple, nous donnons table 9.6, la table de correspondance entre les vecteurs d’er-
reurs et les syndromes s(p).

vecteur d’erreur | e(p) | s(p)
1000000 1 1
0100000 P P
0010000 p> | p?
0001000 P> | 14p
0000100 pt | p+p?
0000010 p° | 1+p+p?
0000001 pS | 14p?

LSB MSB

TAB. 9.6 — table des syndromes

Le résultat de la multiplication du syndrome s(p) par pV =7 est égal 4 1 :
s(p)p™ T =p'pN T =pN =1 (9.9)

Ainsi pour déterminer la position de Perreur, il suffit de multiplier successivement s(p) par p
jusqu’a obtenir 1.

Exemple : Soit le mot de code émis ¢ = [1111111] et le vecteur d’erreur e = [0000100]
(e(p) = p* soit une erreur au cinquiéme bit & partir du LSB).

y(p) = c(p) +e(p) = 1p° + 1p° + 0p* + 1p* + 1p? + 1p+ 1 (9.10)



9.5. CORPS DE GALOIS A 2M ELEMENTS 109

entrée | coup d’horloge | s1 s2  s3
0 0 0 0
mse 1 1 1 0 0
1 2 1 1 0
0 3 0o 1 1
1 4 0o 1 1
1 5 0o 1 1
1 6 0o 1 1
s 1 7 0 1 1 —sp)=p+p?
8 1 1 1 —s(pp
9 1 0 1 — s(pp?
10 1 0 0 —sppd=1
onadoncj=7-3=4
TAB. 9.7 — Evolution du contenu des registres
élément polynéme représentation binaire
0 0 0000
1 1 0001
«@ p 0010
a? P2 0100
a3 p? 1000
at 1+p 0011
a® p+ p? 0110
ab p? +p3 1100
a’ 1+p+p? 1011
ol 1+p? 0101
a? p+p? 1010
at? 1+p+p? 0111
all p+ p? +p? 1110
al? 1+p+p*+p3 1111
al? 1+p?+p? 1101
alt 1+p? 1001

TAB. 9.8 — Liste des éléments du corps GF(24).

Suivons I’évolution du contenu des registres du décodeur sur la table 9.7 :
Comme attendu, nous avons pu corriger ’erreur 3 coups d’horloge aprés avoir calculé le reste.

9.5 Corps de Galois a 2" éléments

Le corps de Galois fini GF(2™) est isomorphe au corps des polynomes a coefficients dans GF(2)
modulo un polynoéme irréductible dans GF(2) et de degré m.

Prenons un exemple pour illustrer ces propos. Soit m = 4 et le polynéme irréductible 1+p+p*.
Nous avons vu dans la table 9.1 que ce polynome est facteur de p'® — 1.

Soit o une racine de ce polynéme : 1 + a + a* = 0. On peut montrer que les puissances
successives de a engendrent les 2™ — 1 éléments non nuls du corps GF(2™). La table 9.8 liste les
éléments du corps GF(2*) ainsi construit.

A chaque élément non nul du corps GF(2™) on associe un polyndéme minimal.

Définition : le polyndéme minimal m;(p) est le polynéme irréductible de plus faible degré dont
a' est racine.
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Pour I'exemple précédent les 15 polyndmes minimaux sont les suivants :

=mi1(p) = miz3(p) = maa(p) = 1 +p° + p*

(9.11)

On retrouve les 5 polynémes irréductibles facteur de p*® — 1.

9.6 Les codes BCH

Les codes BCH sont des codes cycliques binaires. Ils ont été découverts par Hocquenghem !
[15] puis par Bose et Ray-Chaudhuri [4]. Ils permettent de construire des codes avec les paramétres
suivants :

N=2"-1
N — K <me
Amin > 2e+1 (9.12)
Comme tous les codes cycliques, un code BCH est défini par son polynéme générateur g(p).

Le polynome générateur g(p) posséde parmi ses racines les 2e puissances consécutives de «. Ainsi,

le polynéome générateur g(p) est le produit des polynomes minimaux associés a a, a?,a3, ..., a?®

sans qu’aucun des polynoémes ne soit répété :

g@—wm¢mmm@mmwwmmﬂ (9.13)

PPCM : plus petit commun multiple.

Comme dans GF(2™), o' et o sont racines du méme polynéme minimal, pour la détermination
de g(p), il suffit de ne considérer que les puissances impaires de « :

mwmmwm@mw»wmﬂ@] (9.14)

Exemple : Construisons un code BCH avec N = 15 et sachant corriger deux erreurs soit e = 2.
Puisque N = 2™ — 1, on obtient m = 4 et la distance minimale est supérieure ou égale a 5. Son
polyndme générateur g(p) est le suivant :

9(p) = ma(p)ms(p)
A partir de la liste des polynomes minimaux pour GF(24), on obtient :
g0) = A +p+p YA +p+p* +p° +p") =14p" +0° +p" +p°

Comme le degré de g(p) est N — K = 8, le code BCH ainsi généré sera un code (15,7). Sa distance
minimale est exactement égale a 5.

La table 9.9 présente les polynomes générateurs des codes BCH corrigeant jusqu’a 3 erreurs
avec N < 63. Une table plus exhaustive est donnée dans [23].

LA Hocquenghem était professeur de mathématiques au CNAM
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N K e g

GF(2%) 7 4 1 pd+p+1
GF(2Y) 15 11 1 p*+p+1
702 pPPpt+pS+pt+1
5 3 pl04+pd+pP+pt4pi+p+1
GF(2°) 31 26 1 p°+p*>+1
21 2 pO4p+p® +pl+p®+p3 41
16 3 pP+plt+plO+p?+p8+p "+ +p3+p2+p+1
GF(2%) 63 57 1 pS+p+1
51 2 pP4p0+p®+p° +pt4pP 1
45 3 pB4pT+p 4+ pP 4+ +p" PP+ Hp+ 1

TAB. 9.9 — Liste des polynomes générateurs des codes BCH avec N < 63.

Nous savons que le polynome générateur g(p) d'un code BCH posséde a, a?, ..., a%® comme

racines. Ainsi tout mot de code aura aussi o, o2, a3, ..., a?® comme racines.

Soit un mot de code ¢(p) = co +cip+ -+ +en_1pV L

Cette propriété peut s’écrire comme suit :
cla)y=co+ecrat +--Fey 1NV =0 Vi 1<i<2e (9.15)

Cette relation peut s’écrire aussi sous la forme matricielle suivante :

1 1 1
o a? - a?2e
(CO Cl...CN_l) . . . . =0 (916)
a]\}fl 042(];”1) OZQe(}Vfl)
La matrice de parité s’écrit donc :
1 « oV -1
1 a? ... o20v-D
H = . . . . (9.17)
i a.28 L a2e(1-\/71)

Cette matrice vérifie la relation ¢cH” = 0. Il est alors possible de démontrer que le code corrige
bien e erreurs.

Exemple (suite) :

Les lignes de la matrice de parité (9.6) qui correspondent & un méme polyndéme minimal n’ont
pas besoin d’étre répétées et on obtient donc pour le code BCH défini par g(p) = 1+p*+p®+p”+p8
la matrice de parité suivante :

« o o o o o o « « o o « o

3 6 9 12 1 3 6 9 12 1 3 6 9 a12 ) (918)

—_ 1 2 3 4 5 6 7T 8 9 10,11 412 18 14
T\l o b d o

Finalement, en remplagant chaque puissance de « par sa représentation binaire, on obtient :



112 CHAPITRE 9. CODES CYCLIQUES

100 010011010111
01 0011010111100
00100110101 1110O0
000100110101 1171
H= 10001 100O01T1O0O00O01 (9.19)
000110O0O0O1T1O0O0O0T1]1
001 010O01O01O0O0T1O01
011110111101 111

9.6.1 Deécodage des codes BCH
9.6.2 Introduction

Le décodage classique des codes BCH peut donc étre séparé en 3 étapes distinctes :

1. Calcul des 2e composantes du syndrome s = (s182 ... S2.)
2. Recherche du polynome localisateur d’erreurs o(p)

3. Détermination des racines du polynome o(p)

9.6.3 calcul du syndrome
Soit ¢(p) = co +ec1p+ -+ en_2pV 2 + eny_1pV ! le mot de code, y(p) = yo + y1p + -+ +

yn—2pN "2 + yn—1p™ ! le mot regu et e(p) = eo + e1p+ -+ en—2p™ 2 + en—1p™V ! le mot
d’erreur. On a alors :

y(p) = c(p) +e(p) (9.20)

La premiére étape consiste a calculer le syndrome s défini par un vecteur & 2e éléments. Par
définition le syndrome est égal au produit du vecteur recu par la matrice de controle transposé :

s = (817 52y ..,y 826) = yHT = (yf)u Y1, 7yN—1) HT (921)
Les 2e composantes du syndrome sont calculées comme suit :

si =y(a') = c(a’) +e(a’) =e(a’) Vi 1<i<2e (9.22)

Il faut noter que si il n’y a pas d’erreur (e(p) = 0), les 2e composantes du syndrome sont nulles.
Supposons que le mot d’erreur soit composé de v erreurs ( avec v < e) :

avec 0 < j1 <jo--- < jo < N—-1
A partir de (9.6.3), on obtient le systéme d’équation suivant :

si=e(a)=al +a” +---+a
2) = (a¥1)? 4 (@)% + - + (av)?

s3 = e( 3) — (ozjl)?’ + (aj2)3 4.

S20 = £(0%) = (a91)% + (a2)% £ ..+ ()% (9.24)

Posons B = a?* 1<k < v le systéme d’équation devient :
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si=01+ 082+ + by
so = (B1)% + (B2)? + -+ (B)?
s3 = (01)° + (B2)° + -+ (Bu)?

s2e = (B1)% + (B2)% + -+ (8,)* (9.25)

Définissons le polyndéme suivant :

v

a(p) =[]0 - Bep)

k=1
=g+ o1p+oap?+...00p" (9.26)

Ce polynome est appelé polyndme localisateur d’erreur car les inverses des racines de o(p) sont
égales a B, = a’* et permettent de localiser la position des erreurs jy.
Les coefficients o vérifient les équations suivantes :

0'0:1
o1 =i+ 02+ + 0o
oo = P12+ P13+ -+ Bu_18y

oy = P1B2... 0 (9.27)

Pour déterminer les coefficients oy, on utilisera les relations dites de Newton suivantes :

s1+01=0
So+ 0181+ 209 =0
S3+ 0182 + 0981 +303 =0

Sy +018y—1+ -+ 0y_151 +vo, =0
(9.28)

et pour ¢ > v

Si+01S8i—1+ -+ 0uSi—p = 0

Il faut noter que dans le cas binaire i0; = 0 si ¢ est pair.

9.6.4 Deétermination du polynéme localisateur d’erreur par ’approche
matricielle

L’ approche matricielle consiste a résoudre directement le systéme de Newton (9.6.3) pour
déterminer le polynome localisateur d’erreur o(p).

Dans le cas binaire, le systéme de Newton (9.6.3) peut s’écrire sous la forme matricielle sui-
vante :
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1 0 o o0 0 ... 0 o1 51
S92 S1 1 0 0 e 0 09 S3
S4 S3 59 S1 1 e 0 g3 S5
= _ (9.29)
S2p—4 S29—5 e+ e oo ... Spy—3 Opy—1 S20—3
S29—2 S29—3 e+ et e oo Sp—1 Oy S20—1

Par exemple si v = 2 le systéme devient

(o) (2)=(5) 03

Et les solutions sont :
g1 = S1 0’2::—?4—52.

La procédure par approche matricielle peut étre résumée ainsi :

Tout d’abord on fait I’hypothése que v = e et on essaye de résoudre le systéme de Newton
(9.6.4) en remplagant v par e. Si v est égal & e ou e—1, la solution unique sera trouvée. Siv < e—1,
alors le systéme n’aura pas de solution. Dans ce cas, on doit faire 'hypothése que v = e — 2 et
essayer de résoudre le systéme de Newton (9.6.4) en remplagant cette fois ci v par e — 2. On répéte
cette technique jusqu’a ce que l'on trouve une solution.

On peut se rendre compte que ’approche matricielle ne présente un interet que lorsque la
capacité de correction du code BCH est limitée ( par exemple e < 3).

Nous allons maintenant voir un algorithme dont la portée est beaucoup plus générale : ’algo-
rithme de Berlekamp-Massey.

9.6.5 Deétermination du polyndme localisateur d’erreur par 1’algorithme
de Berlekamp-Massey

Cet algorithme a été proposé par Berlekamp [2] et son fonctionnement a été éclairci par Massey
[22]. Nous nous contenterons ici de présenter 1’algorithme sans en faire la démonstration. Pour une
description détaillée, nous renvoyons le lecteur a I'ouvrage de Berlekamp.

La premiére étape consiste & déterminer le polynéme de degré minimal o(*) (p) dont les coeffi-
cients vérifient la premiére égalité de Newton (9.6.3). Si les coefficients vérifient aussi la seconde
égalité de Newton, on pose alors o(? (p) = oM (p). Sinon, on ajoute un terme correctif a o) (p)
pour obtenir ¢(® (p). Le polynome ¢ (p) est alors le polynome a degré minimum dont les coef-
ficients vérifient les deux premiéres égalités de Newton. On continue cette procédure pour former
@ (p) puis o (p) jusqu’a obtenir o(2¢)(p). Ce dernier polynéme est le polynome localisateur
a(p).

Soit ¢ (p) = 1 + Ui“)p + Ué“)pQ 4+ + Ul(f)plM le polynéme de degré [, déterminé a la
peme étape et vérifiant donc les p premiéres équations. Pour déterminer a(““)(p) on applique la
procédure suivante :

on commence par calculer d, comme suit :

(k) (1)

dy = Spt1+ 07 8y + 0y Su—l"'"""o(u)

1, Sp+i-l,

Sid, =0, alors ot (p) = o) (p). Sinon, on remonte a litération p telle que d, #0et p—1,
soit maximal (avec I, degré du polynome o(*)(p)). On obtient alors :

U(“H)(p) — oW (p) + dudglp“fpd(p) (p)

Exemple (suite) :
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Considérons & nouveau le code BCH (15,7) défini par le polynome générateur g(p) = 1 + p* +
p® + p” + p® qui peut corriger jusqu’a 2 erreurs.

Supposons que le mot de code tout a zéro xz(p) = 0 a été transmis et que le mot regu est égal
ar(p) =p*+p°

On commence par calculer les composantes du syndrome

si=r(a)=a'+a’ =1+a®=a"

so=r(@®)=a®+a® =1+’ 4+ =a'?

s3=r@®)=a?+a*" =0

ss=r(a’) =a'%+a% =a+4a? +a° =t (9.31)

Comme 'exemple est relativement simple, il est possible de déterminer le polynéme localisateur
d’erreur o(p) par Papproche matricielle :
On obtient :

01 :$1:a14

o9 = %3 + 89 = §9 = a3 (932)
S1

Utilisons maintenant I'algorithme de Berlekamp-Massey :
e u=0

On initialise o(®)(p) = 1 et on calcule d :

do = 851 = al4

Nous obtenons le tableau suivant :

TAB. 9.10 — tableau partiel pour p =0

M | oW (p) d,u u M= lu
-1 1 1 0 -1
0 1 ot 0 0

Comme dy est non nul, nous devons ajouter un terme correctif a (%) (p) pour obtenir o™ (p) :

oV (p) = (p) + dud, ' p" 0P (p) avec p=-1
=1+a'p (9.33)

o =1

On calcule d; :

dl = 89 + J%H)Sl

— ol 4 aldglt

=a®+a® =0 (9.34)
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TAB. 9.11 — tableau partiel pour p =1

H | o (p) dy L p—= by
-1 1 1 0 -1
0 1 ot 0 0
1 1+ap 0 1 0
Nous obtenons le tableau suivant :
Comme dy est nul, on a :
@ (p) =V (p)=1+a"p
o =2
On calcule ds :
dQ = 83 + 0{”)52 + Ugu)sl
=0+a'3a!+0
= a'? (9.35)

Nous obtenons le tableau suivant :

TAB. 9.12 — tableau partiel pour pu = 2

7w G [l Ju-l,
-1 1 1 0 -1
0 1 al? 0 0
1 1+ap 0 1 0
2 1+ a'p al? 1 1

Comme ds est non nul, nous devons ajouter un terme correctif a ¢ (p) pour obtenir ¢ (p) :

P (p) = P (p) + dud, ' p" "0V (p) avec p=0
-1+ ozl4p+o¢12ofl4p2
=1+a"p+a'?p? (9.36)

e u=3

On calcule ds :

d3 = s4 + Ui'u)83 + O'é'u)Sg

:a11+0+a13a13

=0 (9.37)

Nous obtenons le tableau suivant :
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TAB. 9.13 — tableau final

© | 0(“)(17) dy | L | Bl
-1 1 1 0 -1
0 1 a4 0 0
1 1+ap 0 1 0
2 1+ap al? 1 1
3 1+ o + ab3p? 0 2 1

Comme ds est nul, on a 0¥ (p) = o) (p) et on obtient finalement le polynéme localisateur
d’erreur o(p) suivant :

a(p) = o®(p) = W (p) = 1+ a"p + a"p?

Il reste maintenant a déterminer les positions des erreurs.

9.6.6 Recherche des racines du polynéme localisateur d’erreur

Nous avons vu précédemment que les inverses des racines du polyndéme localisateur d’erreur
sont égales & (i et permettent de localiser la position des erreurs jy.

Si le degré de o(p) est égal & 1 ou 2, les racines peuvent étre déterminées directement. Lorsque
le degré de o(p) est supérieur a 2, on peut faire le test de chaque puissance de o pour voir si ¢’est
une racine de o(p). Une autre solution plus simple consiste a appliquer la méthode de Chien :

e initialisation
Qr=o0r avec k=1,...,v
epourt=1,...,N

Qr — Qra® avec k=1,...,v

v
Si Z Qr =1 alorsily a une erreur en position N —1
k=1

Note : la derniére ligne s’explique par la relation Y, _, Qx = o(a®) + 1.
Exemple (suite) :

On peut vérifier que

a(p) = oW (p) = 1+ a'p+ap?
=1+ a'p)1+a’p) (9.38)

Les racines de o(p) sont égales a a'! et af. Les inverses de ces racines sont 31 = o711 = o et
B2 = a'®7% = a% On en déduit donc bien que les erreurs sont aux positions j; = 4 et jo = 9.
Nous pouvons également appliquer la méthode de Chien pour déterminer la position des erreurs.
Les résultats sont présentés dans le tableau suivant :
On retrouve bien que les deux erreurs sont aux positions j; = 4 et jo = 9.
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TAB. 9.14 — détermination de la position des erreurs par la méthode de Chien

Li [ O [ Q2 [ > Qx |
0 a2 PRt a2
1 1 1
2 « a? a®
3 o? ot alt
4 o® o a?
5 ot o8 o®
6 a® a0 1 —51=15-6=9
7 o al? ot
8 o o «
9 a8 « a0
10 o o’ a
11 a0 a® 1 —jo=15—-11=4

9.7 Les codes Reed-Solomon

Les codes Reed-Solomon (RS) sont construits sur le corps fini GF(2™) ot m est un entier. Les
2™ — 1 éléments non nuls du corps GF(2™) sont les puissances successives de 1’élément primitif
o racine de o*”~' — 1 = 0. Chaque polynéme minimal associé¢ & un élément non nul of(i =
0,1,...,2™ —2) est de la forme m;(p) = p — a’.

Le polynome générateur d’un code RS(N, K) de longueur N et de dimension K est le produit
des N — K polynémes minimaux m;(p) avec i =1,2,.... N — K :

N—K
g(p) = m;(p)
vk
= (p—a) (9-39)

La distance minimale de Hamming d,,;, de ces codes est égale & N — K +1. Ces codes atteignent
donc la borne de Singleton.

Par rapport aux codes binaires, la capacité de correction des codes RS est donc de e = #
symboles de m bits soit au maximum me bits. Par exemple, un code RS(255,239,17) dans
GF(2%)peut corriger jusqu’a 8 octets mais ne pourra corriger 64 bits que si ces bits erronés sont
localisés dans seulement 8 octets.

Le taux d’erreurs mot est égal & :

N
TEM = Y CN(TESg)'(1-TESg)"N™
1—=e+1
Par conséquent, le taux d’erreurs symbole T'ESg en sortie d’'un décodeur de Reed-Solomon a
entrées dures est le suivant :

N
TESs = % > iCN(TESp)' (1 - TESp)N ™"
1=e+1

ou TESE est le taux d’erreurs symbole en entrée.

La courbe de performance TESs = f(TESE) pour le code Reed Solomon (255,239,17) est
présentée sur la figure 9.7.
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Fi1c. 9.8 - TESs = f(TESE) pour le code Reed Solomon (255,239, 17).

D’un point de vue décodage, ces codes sont décodés comme les codes BCH. On doit seulement
ajouter une opération qui consiste & évaluer 'amplitude des erreurs. Cette évaluation permet de
déterminer la postion des bits erronés a l'intérieur d’un symbole erroné.

Les codes RS sont particuliérement bien adaptés a la correction de paquets d’erreurs dans les
systémes de communication.



Chapitre 10

Codes convolutifs

10.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présenterons les codes convolutifs binaires et leurs codeurs. Puis, nous
introduirons ’algorithme de Viterbi utilisé pour le décodage de ces codes.

Pour plus d’informations sur les codes convolutifs nous renvoyons le lecteur & ’article de réfé-
rence de Forney [11] et aux livres de Viterbi et Omura [30] et de Johannesson et Zigangirov [17].
Nous nous limiterons ici au cas des codes convolutifs binaires.

10.2 Les codes convolutifs

10.2.1 Structures et représentations mathématiques

Un code convolutif est un code qui transforme une séquence semi-infinie de mots d’informations
en une autre séquence semi-infinie de mots de code.

Soit u la séquence d’entrée ou séquence de mots d’information de dimension k& d’un codeur

convolutif binaire de rendement %, u=ug,uj, Uy, ... avec u; = [u},u?, ..., ul] et c la séquence de
sortie ou séquence de mots de code de dimension n, ¢ = ¢gp,€c1,Co,... avec ¢; = [cll, c?, .
u, u, U, C: G G
1 1y, ,1 1 1] A1
u;| U (U 2| G |G
2 2 2 2| A2 2
U (U |Ug GG |G
k nf~nf.n
u2 ul uO C2 C,l CO
u codeur [
e convolutif >
R=k/n

I1 est souvent plus simple d’utiliser I'opérateur de délai D pour décrire ces séquences (1’opéra-

120
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teur D doit étre ici considéré comme un marqueur de position). On a alors :

c(D) = [¢}(D), (D), ...,c"(D)] et u(D) = [u!(D),u*(D),...,u*(D)] (10.1)
u! (D) = iule et (D) = ichi avec ul, ¢l € Ty (10.2)
i=0 i=0

ou Fy est le corps de Galois & 2 éléments. L’ensemble des séries de Laurent causales de la forme
o0
a(D) = Z a; D" avec a; € Fy
i=0

constitue un idéal noté Fy[[D]], sous ensemble du corps des séries de Laurent Fa((D)). Il faut noter
que certains auteurs préférent considérer les séquences u(D) et ¢(D) comme des séries de Laurent.

Définition 1 : un codeur convolutif binaire de rendement k/n est la réalisation par un circuit
linéaire de I’association ¢ d’une séquence de mots d’information de k bits u(D) avec une séquence
de mots de code de n bits ¢(D) :

¢ F5[[D]] — F3[[D]]
u(D) — ¢(D)
¢(D) =u(D)G(D) (10.3)

G(D) est la matrice génératrice utilisée par le codeur. G(D) est de dimension k x n et de rang
k.

g11(D)  g1,2(D) 91,n(D)
G(D) _ 92,1(D) 92,2(D) T g2,n(D) (10_4)
91(D) gi2(D) - gen(D)

Les éléments g; ;(D) de la matrice génératrice G(D) sont des polynémes de D ou des fonctions
rationnelles de polynomes de D.

Pour une matrice génératrice fixée, plusieurs architectures de codeurs sont possibles. Il existe
2 familles de codeurs : les codeurs non récursifs et les codeurs récursifs.

Dans le cas d’un codeur non récursif, les n bits de sortie dépendent des k bits d’entrée courants
et d’'un nombre fini de bits d’entrée précédents. Ce codeur peut étre vu comme un systéme a
réponse impulsionnelle finie (RIF) sur le corps de Galois Fy . Tous les éléments g; ;(D) de la
matrice génératrice sont alors des polynémes dans D.

Définition 2 : un code convolutif est I’ensemble de toutes les séquences de sortie possibles
¢(D) du codeur convolutif.

Pour un code convolutif, il existe un ensemble de matrices génératrices G(D) et de codeurs
qui générent celui-ci.

Définition 3 : deux matrices génératrices G(D) et G'(D) sont équivalentes si elles engendrent
le méme code. Deux codeurs convolutifs sont équivalents si leurs matrices génératrices sont équi-
valentes.

Pour un codeur donné, soit M; le nombre de cellules mémoires associées & la iéme séquence
d’entrée binaire :
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Le nombre total de cellules mémoires est égal & M = Zle M;. M détermine la complexité du
codeur.

Exemple 1 : Considérons ’exemple du codeur convolutif non récursif k = 1, n =2 M = 2
donné sur la figure 10.2.1.

F1G. 10.1 — codeur convolutif non récursif de rendement 1/2 M=2 ¢g1=17, go=5b.

Sa matrice génératrice est la suivante :
G(D) = (91(D), 92(D)) = (1 + D + D*, 1+ D?)

Le degré maximum des polyndmes étant égal a 2, la réalisation de ce codeur nécessitera M = 2

cellules mémoire.
On décrit également les polynémes générateurs du codeur convolutif sous une forme octale :

91(D) =gy + 91D+ g3D* =1+ D+ D?
g1 = Ull]bin = Toct
92(D) = g3 + giD + g3D* =1+ D*
92 = [101]piy = 5oct
Dans cet exemple on a les relations :
uw(D) = ug +ur1 D + upD? 4 . ..
c(D)=ci+ciD+e3D* +--- =u(D)(1+ D+ D?) (10.5)
A(D)=c2+AD+BD* 4 --- =u(D)(1+ D?) (10.6)
Les équations 10.2.1 et 10.2.1 peuvent aussi a I'instant ¢ s’écrire :
C% = g(l)ui + Q}Ui—l + 95%‘—2 = U + Ui—1 + Uj—2
¢} = goui + giui1 + gaui—o = Ui + U9
Le rendement de ce code est égal & 1/2.

Exemple 2 : Considérons ’exemple du codeur convolutif non récursif k =1, n =2 M =6

donné sur la figure 10.2.1.
Sa matrice génératrice est la suivante :

G(D) = (g1(D),g2(D)) = (1 + D?* + D* + D° + D°,1 4+ D + D? + D? + D°)

Ce codeur est un standard utilisé dans le domaine spatial et les télécommunications.

Pour le codeur récursif, les n bits de sortie peuvent dépendre d’un nombre infini de bits d’entrée
précédents. C’est pourquoi le codeur récursif est un systéme a réponse impulsionnelle infinie (RII)
sur .
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F1G. 10.2 — codeur convolutif non récursif de rendement 1/2 M=6 g1=133, go=171.

Pour les codeurs récursifs, les éléments g; ;(D) de la matrice génératrice sont des rapports de
polynémes.

Un codeur convolutif binaire de rendement k/n est appelé systématique si les k bits de 'entrée
sont recopiés a la sortie du codeur. Sa matrice génératrice s’écrit alors :

Exemple 3 Considérons ’exemple du codeur convolutif récursif systématique £k = 1, n = 2
M = 2 donné sur la figure 10.2.1.

C -
e} '
: oo}
—d >
=F_T_ Ci

F1G. 10.3 — codeur convolutif récursif systématique de rendement 1/2 M=2.

La matrice génératrice de ce codeur convolutif récursif systématique est la suivante :

1+ D?
G(D) = [1’1+D+D2]

Les codeurs de l'exemple 1 et 3 sont équivalents.

Les codeurs convolutifs récursifs ont été peu utilisés car ceux-ci produisent les mémes codes
convolutifs que les codeurs convolutifs non récursifs. Cependant, les travaux de Battail [?] ont
montré qu'un codeur convolutif récursif imitait le codeur aléatoire si le polynéme dénominateur
était primitif. Ceci justifie leur utilisation dans les codes convolutifs concaténés en paralléle.

10.2.2 Représentation matricielle des codes convolutifs

Par rapport au codeur en bloc, un codeur convolutif contient des cellules mémoires internes
stockant un vecteur d’états composé de M bits. Ainsi, le mot de code c; est une fonction linéaire
du mot d’information u; mais aussi de I’état interne du codeur a l'instant i, s;.

Les équations reliant u,;, s;, s;+1 et ¢; sont les suivantes :

(10.7)

Si+1 = SZ\A + U.iB
c; =s;C+uD

Alors qu'un codeur en bloc linéaire binaire (NN, K) est défini par une seule matrice G de
dimension K x N, un codeur convolutif de rendement k/n est défini par les 4 matrices A, B,C et



124 CHAPITRE 10. CODES CONVOLUTIFS

D dont les dimensions sont les suivantes :

A:Mx M
B:kxM
C:Mxn
D:kxn (10.8)

Ces équations correspondent exactement aux équations d’état et de sortie utilisées pour décrire
un systéme linéaire discret & entrées et sorties multiples et invariant dans le temps dans la théorie
des systémes.

Pour 'exemple 1 ci-dessus, on a également les relations suivantes :

S%Jrl = u; (10.9)
$7, =8 (10.10)

of =ui+s;+s; (10.11)
c? =u; + 57 (10.12)

Ainsi, nous avons les équations d’état et de sortie suivantes :

s = (sl )= (0 ) (0 )+l 0 (1013
= ) =(s (T V) rwa 1) (10.14)
(A T 1) [ [ 1 1 2 .

A partir des équations d’état et de sortie (10.2.2), nous avons les relations suivantes en utilisant
Popérateur de délai unité D :

{S(D)D—1 =s(D)A+u(D)B (10.15)

c(D) =s(D)C +u(D)D
ot u(D) et c(D) sont définis dans (10.2.1) et (10.2.1) et

s(D) = [s"(D), s*(D),...,s™(D)]  avec sﬂ'(D):ngDi
1=0

On obtient alors la relation classique entre la matrice génératrice G(D) et les matrices de la
réalisation A,B,C et D.

G(D)=D+B(D Ty — A)~'C (10.16)

Une derniére représentation matricielle des codes convolutifs s’obtient en sérialisant les bits
d’entrée et de sortie du codeur convolutif : Soit

1,2 ko102 k
U = U, Uy vy Uy WPy UTy eeey UL - -
_ 1 2 n 1 2 n
C = CG,ChyvnsCoyCLCTy ey Clae
La relation (10.2.1) devient alors :
c=uG (10.17)

ol G est une matrice génératrice semi-infinie dont les éléments sont binaires.
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F1G. 10.4 — codeur convolutif non récursif générique de rendement 1/n.

&

Nous ne décrirons la matrice G que dans le cas des codeurs convolutifs avec k = 1 (rendement
1/n) de la figure 10.2.2. Le cas général se déduit sans aucune difficulté.
La matrice G est alors de la forme :

g 81 & ... gMm
g & -.- 8mM-1 8M
G= g ... 8BM-2 8BM-1 &M (10.18)
avec g; = [gig? ... g"]. Les espaces blancs correspondent & des zéros
Pour l'exemple 1, la matrice génératrice est la suivante :
1 1 1 0 1
111 0 1
G = 11 1 01 (10.19)

Comme pour les codes en bloc, on peut introduire la matrice de parité H semi-infinie suivante :
GHT =0 (10.20)

Chaque séquence c devra donc satisfaire la relation

cH" =0 (10.21)

Pour 'exemple 1, la matrice de parité est la suivante :

1
0
1

— = =

H= (10.22)

=
= =
_ o
=
O =
— =
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10.3 Représentations graphiques des codes convolutifs

10.3.1 Diagramme de transitions d’état

Le diagramme de transitions d’état permet de décrire simplement le fonctionnement du codeur
convolutif. Pour un codeur convolutif récursif composé de M cellules mémoires, on définit I’état
interne du codeur a l'instant ¢ par un vecteur s; de dimension M :

12 M
RN el I

S; = [S
si est I’état a l'instant ¢ de la j-iéme cellule mémoire.
Le diagramme de transition d’état est un graphe orienté composé de
sommet correspond & un état interne du codeur.
Un exemple de diagramme de transition pour le codeur convolutif non récursif de rendement
1/2 de 'exemple 1 défini par la matrice génératrice G(D) = (1+ D + D? 1+ D?) est donné figure
10.5.

2M sommets. Chaque

F1c. 10.5 — Diagramme d’état pour le code convolutif non récursif g; = 7, g2 = 5.

Dans cet exemple on a M = 2 et donc 2M = 4 états internes du codeur :

TaB. 10.1 — Description des états internes

| ¢tat interne | s} e |
a 0 0
b 0 1
¢ 1 0
d 1 1

Chaque branche est renseignée avec les bits de sortie ( ici ¢; et ¢?). Les branches en traits
pointillés et continus correspondent respectivement a un bit d’entrée égal & 0 et & 1.

10.3.2 Diagramme en treillis

A partir du diagramme de transitions d’état, il est possible de construire un graphe biparti
appelé aussi treillis élémentaire. Chaque branche b de ce graphe biparti relie un état de départ
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s7(b) et un état d’arrivée s*(b). Le treillis élémentaire pour le codeur convolutif non récursif de
I'exemple 1 est donné figure 10.6.

F1G. 10.6 — Treillis élémentaire d’un codeur convolutif non récursif g = 7, g2 = 5.

A chaque noeud arrivent et partent 2 branches. Le nombre total de branche est donc égal a
2k+M . (dans cet exemple k = 1, M = 2 et donc 2¥+M =8 ).

Le diagramme en treillis est un diagramme de transitions d’état ot ’abscisse correspond au
temps. Il est obtenu simplement en assemblant un nombre infini de treillis élémentaires. Le dia-
gramme en treillis pour le codeur convolutif non récursif de rendement 1/2 de ’exemple 1 est
donné figure 10.7.

e
o

=1 i=2 i=3 i=4

Fi1G. 10.7 — Diagramme en treillis d’un codeur convolutif non récursif gy = 7, g2 = 5.

Sur chaque branche on renseigne la valeur des deux bits de sortie ¢} et ¢Z. Dans ce diagramme
en treillis, les traits gras correspondent & u; = 1 alors que les traits pointillés correspondent &
u; = 0 . On peut constater sur ce diagramme qu’aprés une période transitoire, le diagramme en
treillis est bien la concaténation de treillis élémentaires.

10.3.3 Graphes TWL

Les graphes TWL (Tanner, Wiberg et Loeliger) [?] sont utilisés pour décrire a la fois le codage
et le décodage des codes convolutifs et des codes convolutifs concaténés.
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En plus des noeuds de variable binaire et des noeuds de controéle de parité, nous utiliserons une
troisiéme famille de nceuds appelés noeuds de variable d’état ou nceuds de variable binaire cachée
. Nous représenterons les noeuds de variable cachée par un double cercle. De plus, les nceuds
de controle de parité peuvent étre remplacés par des nceuds de controle plus généraux appelés
fonctions locales. Ces fonctions locales sont symbolisées par des carrés noirs dans ces graphes.

Le graphe TWL d’un codeur convolutif systématique de rendement 1/2 est donné figure 10.8.

T @ T @ TQ@ T3
(&) (D (& ©

F1G. 10.8 — Graphe TWL d’un codeur convolutif systématique de rendement 1/2.

La fonction locale T;(s;, cf, u;, Si+1) A la position ¢ est définie & partir des équations d’état et
de sortie (10.2.2) du codeur convolutif. On a :

Ty(siscf s uis sit1) = (10.23)

1 siles équations (10.2.2) sont valides
0 sinon

La fonction locale T;(s;, cF, u;, si11) correspond au treillis élémentaire du codeur convolutif qui
relie s;, Si+1, clP et u;.

10.4 Distance minimale et fonction de transfert des codes
convolutifs

La détermination de la distance minimale d’un code convolutif peut s’obtenir & partir du
diagramme en treillis. Pour déterminer la distance minimale on prend comme chemin de référence
le chemin associé a la séquence d’entrée nulle u = [0, 0, ...]. Ce chemin est représenté en gras sur
le diagramme en treillis de la figure 10.9. Sur chaque branche, on a noté le poids de Hamming des
deux bits de sortie ¢} et cZ.

chemin nul de référence

F1G. 10.9 — Diagramme en treillis d’'un codeur convolutif non récursif g; =7, g2 = 5.
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A partir de ce diagramme on constate qu'un seul chemin quittant le chemin de référence a
Iinstant ¢ = 0 est & la distance 5 du chemin de référence. 1l s’agit du chemin (a,¢,b,a). Ainsi,
la distance minimale de ce code convolutif est égale a 5. Il est & noter qu’il existe deux chemins
(a,c,d,b,a) et (a,c,b,¢,b,a) a la distance 6 du chemin de référence.

La fonction de transfert d’un code convolutif permet de déterminer les propriétés de distance de
celui-ci. Cette fonction s’obtient & partir du diagramme d’états du codeur convolutif. Nous allons
montrer comment calculer cette fonction de transfert en utilisant I’exemple 1. Le diagramme d’état
de ce codeur convolutif a été donné sur la figure 10.5.

Pour déterminer la fonction de transfert, nous devons modifier ce diagramme comme suit : tout
d’abord chaque branche est renseignée avec D" N*! ol wy et wo sont respectivement le poids de
Hamming des bits d’information et des bits de sortie. Dans notre exemple, un bit d’information et
deux bits de sorties sont associés & chaque branche. Comme précédemment, les branches en traits
pointillés et continus correspondent respectivement & un bit d’entrée égal a 0 et a 1. Ensuite,
nous supprimons la branche se rebouclant sur 1’état a qui n’intervient pas sur les propriétés de
distance du code. Finalement, nous séparons le noeud a en deux noeuds distincts a et e corres-
pondant respectivement & au noeud d’entrée et au noeud de sortie du diagramme d’état modifié.
Le diagramme d’état modifié pour 'exemple 1 est donné sur la figure 10.10.

a D?N c D b D2 e
N A »O
DN d D
DN

F1c. 10.10 — Diagramme d’états modifié d’un codeur convolutif non récursif g; = 7, g = 5.

A partir de ce diagramme, nous pouvons alors calculer la fonction de transfert du code convo-
lutif. Nous avons les relations suivantes :
Nous avons les 4 équations suivantes :

X.=ND?X,+ NX,
X, =DX.+ DXy
Xq=NDX.,+NDX4
X. =D?*X,

En résolvant le systéme d’équations ci-dessus, on obtient finalement la fonction de transfert
suivante :

Xe ND?
T(D,N)= — = —————
(D, N) Xe 1—-2ND

= ND® +2N?D° + 4N®D" + 8N*D® + 16N°D? + ...

Cette fonction nous renseigne en particulier sur la distance minimale du code (ici 5) et le nombre
de séquences associées ( ici une seule séquence). La fonction de transfert permet de prédire les
performances du code convolutif.

Sur la table suivante nous présentons les meilleurs codes convolutifs de rendement 1/2 :
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nbr mémoire code dmin
1 (2,3) 3
2 (5,7) 5
3 (15,17) 6
4 (23,35) 7
5 (53,75) 8
6 (133,171) 10
10.5 Algorithme de Viterbi
Soit la séquence x = (xg, 1, Z2,...,2n-1) de longueur N envoyée dans un canal discret sta-
tionnaire sans mémoire de densité de probabilité conditionnelle p(y/z) et y = (vo,¥1, Y2, - -, UN—1)

la séquence recue.

Nous avons vu précédemment qu’un décodeur & mazimum de vraisemblance (mazimum likeli-
hood en anglais ou ML) recherche la séquence x pour laquelle la probabilité conditionnelle Pr(y|x)
est la plus grande.

X = arg max Pr(y|x) (10.24)

En considérant que les signaux émis sont perturbés indépendamment les uns des autres, la
probabilité conditionnelle est égale au produit des probabilités conditionnelles Pr(y;|x;) :

Pr(y|x) = H Pr(y|x;) (10.25)

L’algorithme de Viterbi [29][12] appliqué sur le treillis du code convolutif est I’algorithme ML
généralement utilisé pour le décodage des codes convolutifs. D’autres décodages comme le décodage
séquentiel peuvent également étre utilisés lorsque le nombre de mémoires est élevé (M > 10) [17].

La recherche de la séquence x la plus probable est équivalente a déterminer le chemin ou la
séquence d’état le plus probable. La séquence x se déduit alors immédiatement.

Pour le canal binaire symétrique de probabilité d’inversion p, la probabilité Pr(y|x) est la
suivante :

dp (y,x)

Priyl) =1 = = nte) — (1= ) (L) (10.26)
ot d(y,x) est la distance de Hamming entre la séquence regue y et la séquence x. Comme p est
compris entre 0 et 0.5, on a 0 < ﬁ < 1. Nous avons démontré que maximiser Pr(y|x) revient a
minimiser la distance de Hamming entre y et x.

Considérons maintenant le cas du décodage & entrées souples d’une séquence recue apres filtrage
adapté pour un canal BBAG. Nous avons vu que nous pouvons exprimer a l'instant ¢ sa sortie y;
comme suit :

Yi = T; + Ny (10.27)

avec Fs énergie moyenne par symbole x; et n; échantillon bruit blanc gaussien centré de variance

o? = % Ainsi la sortie du démodulateur la densité de probabilité de y; conditionnellement & x;
est :

__1 v — @]
p(yilwi)—\/mexr){ N, } (10.28)

Comme la fonction logarithme est croissante, au lieu d’utiliser la relation (10.5) pour déterminer
X, on peut utiliser :
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% = arg maxIn Pr(y|x)

N-1
= argmaxIn H Pr(y;|x;) (10.29)
=0
N-1
= arg max Z In Pr(y;|z;) (10.30)
i=0

On obtient donc une premiére version du décodeur & maximum de vraisemblance :

% = argmaxIn Pr(y|x)

=argmin Y (y; —z;)? (10.31)
X
i=0
Une seconde version du décodeur a maximum de vraisemblance est obtenue en approximant
les calculs comme suit :

N-1
X = argmin lys — 4] (10.32)
Cette version sous optimale donne cependant de bonnes performances et est souvent utilisée en
pratique.
Dans le cas d’une modulation bipodale (x; = ++1/E;) il est possible d’obtenir une troisiéme
version exacte :

% = argmax In Pr(y|x)

N-1
= argmax Z —yf + 2y;x; — xf
* o
N-1
= arg max Z Yili (10.33)
i=0

En effet, comme y?, et 22 = E, sont communs & toutes les séquences on peut simplifier
sensiblement les calculs sans aucune dégradation des performances.

L’algorithme de Viterbi utilisé pour le décodage & entrées dures ou souples permet de détermi-
ner la séquence X en évitant de calculer les métriques cumulées associées & chacune des séquences
possibles.

Le principe général de ’algorithme de Viterbi consiste a chaque section du diagramme en
treillis & éliminer tous les chemins (et les séquences associées) qui ne peuvent pas étre le chemin
le plus vraisemblable. A chaque noeud du treillis, on ne conserve qu’'un seul chemin

Pour comprendre l'algorithme de Viterbi nous allons utiliser le codeur de ’exemple 1. Le
décodeur sera ici & entrées dures; on utilisera donc comme métrique la distance de Hamming.
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Supposons qu’a l'instant ¢ = 0, le codeur convolutif soit dans 1’état a et que la séquence en
entrée du codeur soit 1001. La séquence en sortie est alors 11 10 11 11. On considére que la
séquence regue est 11 00 11 11 (soit une erreur sur le 3iéme bit).

A chaque étape l'algorithme de Viterbi calcule pour chaque nouvelle branche la distance de
Hamming entre le couple de bits regus et le couple de bits associés & la branche considérée. Puis
il calcule les 2¥tM métriques cumulées.

Le diagramme en treillis associé est présenté sur la figure 10.11.

Séquence
recue : 11 00 11 11

a 2 (2) (1) (2
0@ ____ X ————S0@__ )

- - -
11 (0) ~ 11 (g)//
-

01(1),”
d o 7 3
10 (1)
O O O
i=0 i=1 i=2 i=3 i=4

F1G. 10.11 — Diagramme en treillis d'un codeur convolutif non récursif g; = 7, g2 = 5.

Ensuite pour chaque noeud, on ne conserve qu'un seul chemin baptisé chemin survivant : le
chemin survivant étant le chemin qui est a la distance de Hamming minimale de la séquence regue.

Exemple : a linstant =3, deux chemins convergent vers ’état a :
- le chemin (a, ¢, b, a) a la distance 0+1+0=1 de la séquence regue.
- le chemin (a,a,a,a) a la distance 24-0+2=4 de la séquence regue.
Le survivant en ce noeud sera donc le chemin (a, ¢, b, a).
A Tlinstant i = 4, il reste 4 chemins survivants qui convergent respectivement :
- vers I’état a avec une distance de 2
- vers ’état b avec une distance de 3
- vers ’état c avec une distance de 1
- vers ’état d avec une distance de 3.
La séquence la plus vraisemblablement émise par le codeur est donc celle qui correspond au chemin
survivant qui converge vers 1’état ¢ & i = 4 c’est-a~dire le chemin (a, ¢, b, a, ¢). Ce chemin correspond
a I’émission par le codeur de la séquence 11101111 soit la séquence 1001 a ’entrée du codeur : le
décodeur de Viterbi a corrigé l’erreur survenue dans la transmission.

Le décodage a entrées souples en utilisant I’algorithme de Viterbi améliore en théorie les per-
formances d’environ 2 dB par rapport au décodage en décision dure. En pratique, il est nécessaire
d’effectue une quantification des entrées sur 2° niveaux. avec b = 3 ou b = 4.

Le calcul des performances théoriques des codes convolutifs avec décodage a décision dure ou
souple s’obtient simplement & partir de la fonction de transfert du code [30].

10.5.1 Complexité du décodeur de Viterbi

Pour un codeur convolutif de rendement k/n et composé de M mémoire internes, on a 2 états
internes : 'utilisation de I’algorithme de Viterbi nécessite de conserver a chaque étape 2™ chemins
survivants et métriques cumulées associées. A chaque étape 2¥ chemins convergent vers chaque
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noeud ; pour chacun de ces chemins, on doit calculer la métrique cumulée afin de déterminer le
chemin survivant. En conséquence le nombre de calculs de métrique cumulée & effectuer a chaque
étape est égal a 28tM _ Ce calcul croit exponentiellement avec k et M ce qui limite 1'utilisation de
I’algorithme de Viterbi & de faibles valeurs de k et M.

En pratique, il n’est pas nécessaire d’attendre que ’ensemble des symboles émis par le codeur
soit re¢u pour commencer le décodage : en effet, on observe qu’a partir d’un certain temps (5 fois
M environ), tous les chemins survivants tendent a converger vers le méme chemin. Il est donc
possible & I'instant ¢ d’estimer le symbole émis a 'instant ¢ — 5M.

10.5.2 Poingonnage des codes convolutifs

Il est possible a partir d’un code convolutif de rendement k/n de réaliser des codes convolutifs
de rendement supérieur en supprimant certains symboles en sortie du codeur [31] [5].

Cette technique permet de modifier le rendement du code convolutif sans ajouter de complexité
au décodeur. Pour comprendre le principe du poingonnage, nous allons considérer I’exemple d’un
codeur de rendement 2/3 obtenu a partir du codeur de rendement 1/2 de exemple 1.

Le poinconnage s’obtient par exemple en supprimant un symbole sur 4 en sortie du codeur de
rendement 1/2.

A la réception on ajoute a la place de chaque symbole manquant un symbole nul.

Le diagramme en treillis de ce codeur perforé de rendement 2/3 est représenté sur la figure
10.12.

T
o

=1 i=2 i=3 i=4

F1G. 10.12 — Diagramme en treillis d’un codeur convolutif poinconné.

La distance minimale du code convolutif de rendement 1/2 et M = 2 est égale & 5; elle est
réduite a 3 dans le cas du code poingonné de rendement 2/3. Il faut préciser qu’il n’existe pas de
code de rendement 2/3 avec M = 2 ayant une distance minimale supérieure a 3.



Chapitre 11

Applications des codes correcteurs
d’erreurs

11.1 Communications spatiales

Dans toutes les communications spatiales la modulation utilisée est une modulation & 2 états
de phase (BPSK).

e Mission Mariner en 1969 et Viking (Mars)
code en bloc Reed-Muller (32,6,16), décodeur & entrées pondérées

e Mission Pionner 9 en 1969 (soleil) Pionner 10 en 1972 (jupiter) Pionner 11 en 1973, Pionner
12 (vénus), Helios A et B (soleil)
code convolutif rendement 1/2 K. = 32, décodeur séquentiel & entrées pondérées

e Mission Voyager 1 et 2 en 1977 (jupiter et saturne) et standard CCSDS
code convolutif (163,171) rendement 1/2, K. = 7, décodeur de Viterbi a entrées pondérées

e Satellites Globalstar
code convolutif rendement 1/2, K. =9

e Standard CCSDS et Mission Voyager
code convolutif (163,171) rendement 1/2, K, = 7, code Reed-Solomon (255,223,33)

e Mission Galileo en 1990 (jupiter)
code convolutif rendement 1/4, K. = 15, d;nin = 35, the Big Viterbi Decoder (BVD)

e Mission Cassini (saturne)
code convolutif rendement 1/6 K. = 15, décodeur de Viterbi

11.2 Diffusion Audio et Télévision Numérique

o Télétext :
code de Hamming étendu (8,4)

e FM Digital Audio Broadcast (DAB) :
code cyclique difference set (273,191), décodage a logique majoritaire (entrées dures ou pon-
dérées)

e Digital Audio Broadcast (DAB) pour le systéme audio DVB et MPEG :

134
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code convolutif récursif rendement 1/2 K. = 5, perforé (grand choix pour permettre une
dégradation progressive des performances)

e systéme par satellite Direct TV, Digital Video Broadcast (DVB) satellite :
modulation QPSK + code convolutif (163,171) rendement 1/2 , K. = 7, perforation 3/4,4/5,
5/6 et 7/8 | code Reed-Solomon (204,188,17)

e DVB terrestre :
modulation multiporteuses OFDM, QAMG64 + code convolutif (163,171) rendement 1/2 , K. =
7, perforation 3/4,4/5,5/6 et 7/8 , code Reed-Solomon (204,188,17)

11.3 Transmission de données

e V29 en 1976 2400 b/s , half duplex :
modulation QAM16, 4b/symb

e V32 en 1984 9600 b/s full duplex :
modulation codée en treillis 32-CROSS 2 bits non codés et 2 bits codés avec code convolutif
(3,2) K. =4 4b/symb

e V33 en 1986 14400 b/s full duplex :
modulation codée en treillis 128-CROSS 4 bits non codés et 2 bits codés avec code convolutif
(3,2) K. =5 6b/symb

e V34 en 1994 33600 b/s full duplex :
modulation codée en treillis 4D, jusqu’a 1664 points, 8 bits non codés et 2 bits codés avec code
convolutif (3,2) K. =5 10b/symb

11.4 Stockage de données

e disque dur magnétique :
TBD

e CD audio :
RS(28,24) + RS(32,28) soit un rendement R=3/4

¢ CD ROM :
code produit (1170,1032) composé de codes lignes RS(26,24) et de codes colonnes RS(45,43)dans
GF(28)

11.5 Radio communications

e GSM :
modulation GMSK, code convolutif rendement 1/2, K. =5

11.6 Transfert de fichiers

e TCP/IP :

CRC 16 bits sur I’entéte, ARQ

e HDLC :

CRC 16 bits du CCITT ou CRC 32 bits optionnel, ARQ



Annexe 1

Dans cette annexe, nous allons démontrer quelques résultats utiles pour la démonstration
géométrique de la capacité d’un canal & bruit blanc additif gaussien.

Soit n = (n1,na,...,np) le vecteur bruit composé de D composantes indépendantes. La densité
de probabilité de chacune de ces composantes est gaussienne :

1 n?
p(n;) = 3 exp <—@> (11.1)

e

La densité de probabilité du vecteur n s’exprime comme le produit des D densités de probabilité
p(ni) :

D o
p(n) = ﬁ exp (-%%) (11.2)

2702

. D .
Soit r = />, n? la norme de n. Comme la variance de n; est E(n?) = 02, la moyenne de

r2 est donnée par

E(r®) = E(n} +n3 + - +np)
=En3)+ E(n3)+--+ E(n})
= D.o? (11.3)
Et la variance de n? est

var(n?) = E(n}) — E(n?)?

+oo
- / ndp(n?)dn; — E(n?)?

— 00

e ”? ”3 4
= Nor] exp | — = dn;, — o
— 00 o

4

=30t —0o

= 20" (11.4)

Pour D grand, en utilisant le théoréme de la limite centrale, on montre que la variance de 72 est
égale & 20*D. Ainsi lorsque D tend vers l'infini, la norme r est concentrée autour de v/ D.o
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Annexe 3 : Calcul de la densité
spectrale de puissance d’un signal
émis en bande de base

Le signal & émettre dans le cas d’une transmission en bande de base s’écrit :

o0
z(t)= Y arg(t—kT) (11.5)
k=—oc0
ou {ai} est la séquence discréte a transmettre de moyenne m, = E(ax) et dont la fonction
d’autocorrélation ¢q, (i) est égale & E(ag4sa}) -
La fonction d’autocorrélation de x(t) est donnée par :

Rua(t+7,t) = E [t + 7)2* (t)] (11.6)

La notation * signifie complexe conjugué (ce qui permet de traiter aussi les cas ot x(t) est un
signal complexe)

Le signal z(t) deéfini ci dessus est aléatoire mais n’est pas stationnaire. Il est cyclostationnaire
d’ordre 2 car sa fonction d’autocorrélation est invariante & une translation de l'origine des temps
proportionnelle & T'.

Pour calculer sa densité spectrale de puissance, on suppose que l'origine des temps est une
variable aléatoire suivant une loi uniforme entre 0 et 7. Ainsi, au lieu de calculer R, (t + 7,t),
nous calculerons la moyenne R, (7) :

_ 1 +T/2
R,o(T) = T/T/z Ryo(t + 7,t)dt (11.7)

En développant R, (t+ 7,t) on obtient :

jau]l

v (T) =% /_T/2 k_z Z E(a;a;)g™(t — kT)g(t + 7 — iT)dt

—00 1=—00

+T/2 +oo  +o0
— / ST YT Guali — B)g*(t = kT)g(t + 7 — iT)dt

T/2 k=—oc0 i=—00

+oo +oo +T/2
- Z Paa (i’ Z / g (t—kT)g(t+7—4'T — kT)dt
i/ =—00 /2
+00 400 +T/2+kT
= Y Gaali’) > / Yg(t + 7 —'T)dt (11.8)
' =—o00 k* o T/2+kT

Dans l'avant derniére ligne de calcul,nous avons posé i’ = ¢ — k.

137



138 CHAPITRE 11. APPLICATIONS DES CODES CORRECTEURS D’ERREURS

La fonction d’autocorrélation de g(t) est :

—+o0
Ryy(7) = /_ 7 (B)g(t + 1)t (11.9)
Finalement on obtient alors :
_ 1 =
Rew (1) = 7 > baali')Rgg(r —i'T) (11.10)
+oo
Soit  yaa(f) = D daa(i)e > (11.11)
Et  |G(f)|* = TF(Ryy(7)) (11.12)
On obtient finalement :
pex(f) = mlG(A sl (113)

Cette formule est appelée formule de Bennett.

Cas particulier 1 : considérons le cas ou les symboles aj sont indépendants, de moyenne
nulle E(ax) = 0 et de variance E((ax)?) = o>
la fonction d’autocorrélation ¢, (i) est égale a

Paa(i) = {32 S% (=0 (11.14)
sinon
Alors, yaa(f) = o2
On a donc : )
wxx(f) = FIGWHP (11.15)

Cas particulier 2 : considérons le cas ou les symboles a; sont indépendants, de moyenne non
nulle x et de variance centrée E((ax)?) = o2
la fonction d’autocorrélation ¢, (i) est égale a

2 2 . .

. +0° si 1=0

baa(i) = {“2 , (11.16)
W sinon

Alors,

+oo
vyaa(f) = Z (baa(i)e_j%fﬁ

+oo
— 02 4 2 Z o—J2m fil
R i
=+ Y 5(f—T) (11.17)

La derniére ligne se justifie car la sommation peut étre vue comme la série de Fourier d’'un
train d’impulsion d’amplitude et de largeur 1/7 :
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(Y o= 5)) = Y a(r- 1) (L1s)

1=—0Q 1=—00

Finalement la densité spectrale de puissance s’écrit alors :

’YXX(f):%2| |2+ Z ]G( )’za(f—%) (11.19)

On peut observer que si la moyenne g n’est pas nulle, la densité spectrale de puissance est composée
de deux termes. Le premier terme correspond & un spectre continu et est directement lié a la réponse
G(f). Le second terme est un spectre de raie a toutes les fréquences multiples de 1/7.

Il faut préciser que dans un systéme de communication pratique, il est souhaitable d’avoir une
moyenne nulle.



Annexe 4 : Signaux aléatoires

Généralités
On appelle m,(t) la moyenne d’un signal aléatoire z(t) :

ma(t) = E[x(t)] (11.20)

On appelle R, (7) sa fonction d’autocorrélation :

Reo(t1,t2) = Efx(t1)a(t2)] (11.21)
Le signal z(t) est stationnaire au second ordre ou au sens large si :
1. la moyenne m,(t) est constante
2. la fonction d’autocorrélation satisfait Ry, (t1,t2) = Rex(t1 +¢,te + 1) VE

On note alors simplement

Reo(7) = Elz(t)x(t — 7)] (11.22)

Dans ce cas, la densité spectrale de puissance v,.(f) s’obtient par :

Yo (f) = TF(Ry(7))
[ Ryo(r)e 2™ dr (11.23)

— 00

Réciproquement, la fonction d’autocorrélation (R, (7)) se détermine a partir de la densité
spectrale de puissance comme suit :

- / o Yoz (f)eTI2™IT df (11.24)

— 00

De fagon générale, la moyenne et la fonction d’autocorrélation d’un signal stationnaire sont
estimées a partir d’'un ensemble de réalisations du signal z(t). Lorsque la moyenne temporelle
tend vers cette moyenne, on dit que le signal aléatoire est ergodique. Une seule réalisation du
processus aléatoire z(¢) suffit pour estimer la moyenne et la fonction d’autocorrélation. Les signaux
aléatoires que nous sommes amenés & rencontrer dans les communications numériques sont en

général stationnaire et ergodique au second d’ordre.

Si le signal est discret ( par exemple suite & échantillonnage d’un signal continu aléatoire z(t)
a la fréquence 7, = @, = x(nT), la fonction d’autocorrélation Ry, (7) n’est définie qu’aux instants

discrets 7 = nT et la densité spectrale de puissance devient :
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—+oo
= Ryu(r)e 72"I7 (11.25)
Puissance

La puissance de x(t) est définie par :

= R,.(0)
= E[z(t)?] (11.26)
Si le signal est discret, on a :
P = E[z7] (11.27)
Energie
L’énergie d’un signal aléatoire x(t) est :
+oo
E= / x(t)?dt (11.28)
Si le signal est discret, on a :
—+o0
E= Y a2} (11.29)

Cas du bruit blanc

Soit un bruit blanc centré b(t) défini par sa densité spectrale de puissance bilatérale v, (f) =
%. Sa fonction d’autocorrélation Ry, (7) est égale a

+oo
Ro(7) = /_ () exp(2j f7)df
- %5(7) (11.30)

ou §(.) représente 'impulsion de Dirac.
On notera que la densité spectrale de puissance s’exprime en V?/Hz et que §(7) s’exprime en
-1
S

Le calcul de la puissance du bruit blanc défini ci-dessus est infinie :

+oo
pP= / Yoo (f)df

+oo NO
= 20
= +00 (11.31)

Un tel signal n’existe pas en pratique.

Considérons maintenant le cas du bruit blanc dans une bande de fréquence limitée B. On a :
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Do si —-B<f<+B
Yoo (f) = { S =f< (11.32)
0 sinon
La fonction d’autocorrélation de ce signal est :
+B ‘
Ru(r) = [ S0
_B 2
_ M sin(2n BT) (11.33)
2 T ’
Dans ce cas, la puissance N dans la bande B est égale & :
+B
N = 70df = NoB (11.34)
-B

Si ce bruit blanc dans la bande B est gaussien, sa densité de probabilité sera la suivante :

p(b) = \/;T—N exp (—;—N) (11.35)
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