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PROBABILITE A POSTERIORI

la probabilité a posteriotl P P(z; = a) S’exprime comme Sulit :

APP(z; =a) = Pr{x; = aly}
— ZPT{vai :&‘Y}

= )  Pr{x|y}

XT;=

3 ply|x)Pr{x}
- Za P

XT;= y>

< 3 plyx)Prix) (1)

X:T;=a



APP(z; =a) x Z p(y|x)Pr{x}

X:T;=

En utilisant I'hypothese d’'indépendance :

APP(x ) Z Hp yjlx;)Pri{z;} (2)

X:T;=

Finalement, on obtient la relation suwante.

APP(xz; = a) x Pri{z; = a}p(y;|z;) EXTR(z; = a) (3)

avec la probabilité extrinsequeX T R(x; = a):

EXTR(x Z Hp yjlx;)Pri{z;} (4)
X:Ti=a jF#i
e Ainsi la probabilité a posteriordPP(x; = a) est le produit de trois termes: la
probabilité a prioriPr{x; = a}, la probabilité conditionnelle(y;|x;) et la probabilité
extrinsequeE X T R(x; = a).



LOGARITHME DE RAPPORT DE VRAISEMBLANCE
e Nous nous restreindrons au cas de la modulation bipodatel,.

e || est plus pratique d’utiliser des logarithmes de rappervchisemblance LLR (log-
arithm likelinood ratio en anglais) :

PT(I‘Z':‘Fl) PT(I’Z':‘Fl)

Pr(z;=—1) 1 Pr(z; = +1) (5)

L(x;) =1In

8

L(xi)

Pr(xi.=+1)



APP(ZCZ — —|—1> P?“(QZZ' — —|—1) p<y¢|ZCZ‘ = —|—1> EXTR(QZZ — —|—1)
1 — In + In +In

APP(I’Z — —1) P?“(I‘Z' = —1) p(yi‘xi = —1) EXTR(I‘Z = —1)
Cette relation s’écrit simplement:

| (6)

Lapp(z;) = Lapri(x;i) + Lint(zi) + LexTr(z:) (7)

o Lipprr(x;) logarithme du rapport de vraisemblance ou information arpri

e L;nr(x;) logarithme du rapport de vraisemblance ou informationne&que (issu du
canal de transmission)

o Lpxrr(z;) logarithme du rapport de vraisemblance ou informationieséque

e L pp(x;) logarithme du rapport de vraisemblance ou information aepiusi.



INFORMATION INTRINSEQUE POUR CANAL BBAG

e Soit un canal additif & bruit blanc gaussien. La probabdwéditionnellep(y;|z;)
S’écrit :

1 —\Y; — T; 2
plyilzi) = WGXP( (9202 )> (8)

e CalculonsL;yr(x;) pour un canal BBAG avee; = +1:

p(yi|lr; = +1)
p(yilr; = —1)

—(y;—1 2
e (<)
1

—(y; 1)2
202 eXP( (ga—;))

- ©)

Lin7(z;) =In

= In

¥

¢ Ainsi pour le canal BBAG, le signal reqy est proportionnel a I'information intrin-
SéqueL[NT(ZEZ').
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CODE DE PARITE (3,2)

p(yi]x)

J p(yx:)

p(y2|x2)

APP(zy = a) = Pr{z, = aly1, y2, y3}
x Pri{yi|x1 = a}Pr{z; =a} EXTR(x1 = a)
avec
EXTR(r, = Z Hp yjlx;)Pri{z;}
x:w;=1 j#1
= p(yo|re = —1)Pr{xzs = —1}p(ys|xs = +1)Pr{zs = +1}
‘|‘p(y2‘£€2 —|—1)PT{I‘2 —l-l}p(yg‘l'g —1)PT{I‘3 = —1}
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CODE DE REPETITION (3,1)
plup) b)) plyx)

APP(x1 = a) = Pr{z1 = aly1, 2, y3}
x Pr{yi|z1 = a}Pr{z; = a} EXTR(x; = a)

avec
EXTR(x, = Z Hp yjlx;)Pri{z;}

x:xi=1 j#1
= p(yo|xe = +1)Pri{xs = +1}p(ys|xs = +1)Pr{xs = +1}



e Permet un calcul efficace de toutes les probabilités a posterP P(x; = a).

ALGORITHME SOMME PRODUIT

e Les messages qui transitent sur les branches sont des gaipgsbabilitép;, pi1)

avecp;o + pi1 = L.

e Regle 1 :

e Regle 2 :

T Ty
b
O
I

‘u,Ta_w(cN %TbHC(C) - (Cx //cb*’T (Cb)
T
)

c

IU/C_>T(C> i MT%C(C

c O

Pa0Pro Pa1Pu1
/LC—>T(0> — ( 9
Pa1Pb1l T Pa0Pb0 PalPbl T Pa0Pbo

pr—c(c) = (PaoPro + PaiDlv1, Pa1Pbo + PaoPb1)
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ALGORITHME SOMME PRODUIT
e Permet un calcul efficace de toutes les probabilités a posterP P(x; = a).

e Les messages qui transitent sur les branches sont desthogasi de rapport de
vraisemblance.

Lo Ty [ C
V4 O
wr,—c(c)
T
l pe-r(®) i pr—c(c)
T c O
e Regle 1 :
fhe—1(C) = ILLTa_>C(6> + NTb—m(C) (12)
e Regle 2.

pr—c(c) = —2tanh ™! (tanh (Mca}ﬂca)) tanh (MCWQT(%))) (13)
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e Regle 1 :

e Regle 2

ou

pr—c(c) = —min (‘Nca—@(ca”a |/ch—>T(CbD Sgl’(,uca_@(c@)Sgl’(,ucb_@(cb»

ALGORITHME MINIMUM SOMME

T, Ty
Cq Cp
O
MTQHC(CN /LTb—m(C) /:u’cb—>T (C(,)
c Heq—T (Ca)
T
Iu’CHT(C) i MT—»c(C)

¢ O

pe—1(C) = pr,—c(C) + piry—c(C)

= —ley—1(Ca) B e, —7(cp)

sgn(a)= {

+1 si a>0
—1 sl a<0

11

et aHb=min(|al,|b|)sgna)sgnb)

(14)

(15)

(16)



COMPARAISON DES COURBES DE CONTOUR POUR LA REGLE 2

e Forpur_..(c)=0.5,1,15,2,25et3.

(a) Algorithme Somme Produit (b) Algorithme Minimum Somme

4
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EXEMPLE : CODE (7,4)

0
0 (17)
1

o = O

01
00
L0

o = O

11
H=| 10
10

U + ug + c5 = 0 1
up +uz+cg =0 15
U+ us+c7 =0 15
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EXEMPLE
e Mot de code binaire = [1001110]
e Motémis:x=[+1—-1—-1+1+1+1—1]
e \ecteurreguy = [+1.2—-04—1.5—-04+1.2—0.75 — 1.5]
e Variance du bruit gaussiernv? = 0.75

o Information intrinséque {L;yr(z))} =2 =[+3-1—4—-1+3—2—4]
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EXEMPLE

[
(-2) J l (-1)
Xs O
4 % (-4)
—0 O u
X7
X

\(+3)
-
O

(+3)

O x,

(-1)[
[

.{L[NT<ZCZ'>}:[—|—3—1—4—1—|—3—2—4]
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EXEMPLE

-2)

(-2)
4 % e
rm >
\_/
X5
N\
tU > A
(+3) (+3)
(1)
O
(-1)
[ ]
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(-4)




EXEMPLE

-2)

-2)
SO R C) B
L @),
-~
. tU > A
(+3) (+3)
1)
O
1)
|
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(-4)




EXEMPLE

-2)

-2)
SO R C) B
L @),
-~
. tU > A
(+3) (+3)
1)
O
1)
|
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EXEMPLE

(-4)

® Lapp(xi) = Lapri(xi) + Linr(xi) + LexTr(T:).
e Lpri(x;) = 0 en absence d’informaticapriori.
o {LEXTR(xi)} — [—2 0+24+2 043+ 1]
o {Lapp(z))}=[+1—-1—-241+3+1—3]
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ALGORITHME ALLER RETOUR

e L'algorithme Aller-Retour ou MAP ou BCJR estime les probigds a posteriori des
etats et des transitions d’'une source de Markov observ@egersrun canal discret, bruité
et sans mémoire.

e Un codeur convolutif binaire de rendemehtn peut étre vu comme une source
markovienne ave§ = 2V états internes, oll/ est le nombre de cellules mémoires
du codeur.

e On considere un code convolutif systématique de rendeni2nSbitx; = (27, z7)
le mot de code ou sortie du codeur a l'instaety, = (y°,y!") les échantillons recus a
la sortie du canal sans mémoire.

e L'objectif du decodeur est de calculer la probabilité a posti (APP) sur les bits
d’'informationz?.

APP(.CEtS =aqa) = Pr{xf = a|yg_1}
X Z Pr{s;=m'; 5.1 =m;y, '}

m’,m/xf:a
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Etatm
a, (m)

APP(z? = a) x Z ay(m' )y (m', m) B (m) (18)
m/\m/x7 =a

avec  y(m',m) = Pr{s;1=m;yils; =m'} (19)

ay(m') = Pr{s, =m’; yO } (20)

Bi(m) = Priy; ~'[s; = m} (21)
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e Les quantitésy(m), v(m',m) et 5,.1(m) représentent I'influence de la séquence
recue respectivement avant l'instang I'instantt et apres l'instant sur la probabilité
conjointec:(m’, m).

Etat ni
a,(m)

S—1
ay(m) = Z a1 (m)y—1(m', m) (22)
m/=0
S—1
Bi(m) = Z 5t+1(m/)%(m/a m) (23)



Le calcul de la métrique de branchém’, m) s’exprime comme suit :

Y(m',m) = Pr{s; .1 = m;y|s; = m’}
= p(m|m') x Pr{y|s; =m’;s;41 = m}

=D m\m Z PT{Yt,Xt|St =m/ ; St41 = m}

x:eX

= p(m|m) Z p(y: | x¢) Pri{x; = x|s; = m’; 84,1 = m}
x:€X

(24)
avec  p(m|m') = Pr{s;,1 = ml|s; =m'} probabilité de transition
— APRI(z? = 2°(m/,m))

ol z®(m/, m) est la valeur du bit d’information associé a la branghé m) .
e Si aucune probabilité a priori sur les bits d’'informationralAPRI (z7) = 1/2.

1 si x(m',m)=x

Prix; =x|s; =m/,s;y1 =m} = {O Sihon
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e cas du code convolutif systematique de rendement 1/2

APPf =a) o S aymyylm',m)Bria (m)

m/\m/x7 =a

vi(m',m) = APRI(x7 = af (m',m)) x p(y? | 27 (m/,m)) x p(y} | =f (m',m))

Etat ni
a,(m)
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Nous pouvons résumer l'algorithme Aller-Retour en 4 étapes

e [nitialisation
En supposant que I'état initial et final soient I'état zéro

ap(0) =1 et ayim)=0 Vm#0

Br(0)=1 et  Bpim)=0 Ym#0

e Calcul des~s et Procédure aller
Les~s sont calculés pour toutes les branches et simultanénseprtdbabilitésy,(m)
sont calculees

e Procédure retour
Lorsque la séquengg: ' est recue, les probabilités(m) sont calculées

e Calcul des probabilités a posteriori
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EXEMPLE DECODEUR MAP
Considérons un codeur convolutif recursif systematiqueeddement 1/2

G(D) = (1 1%1)) Le treillis associé est le suivant :

=0 =1 =2 =3 =4

26



Soit le mot d’'information et le mot de code associé :

1 0] 1 2 3 4 )
U; 1 0] 0] 1 1 1
x? +1 -1 -1 +1 +1 +1
Ti +1 +1 +1 -1 +1 -1

Soient les informations intrinsequésyr recues du canal BBAG:

7 0) 1 2 3 4 5
Liyr(z3)[+1.21 -1.00 -2.86 +4.84 +0.90 +5.8]
Liyr(zP)|+1.09 -1.07 +3.49 +0.72 +0.77 -1.13
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1) calcul dev

Pour un code convolutif systéematique de rendement 1/2,lteilcde la métrique de
branche est le suivant :

Ye(m',m) = APRI(u; = u(m', m)) x p(?Jt | 7 (m m)) X p(?Jt | z; (m m)) (25)

Calculonsp(y; | x;) pour un canal BBAG aveg; = +1:

plyr | wr =a) = 1 GXP < e 2%)2)

27TJ

<2 tﬂﬁ}j)
X exp
202

X exp

LINT 33,5)) (26)



Pour notre exemple précédent, en absence d’'informatianm, jon obtient les métriques
de branche!? suivantes aveg et ¢ qui sont respectivement les bits relatifs:aet »! :

i 0 1 2 3 4 5

00 1 1 1 1 1 1

10 335 0.36 005 126.46 2.45 354.24
A1 207 034 3278 205 216 0.32
11 9.97 0.12 1.87 259.81 5.31 114.42
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2) calcul desa

1 = 0 : Initialisation

CL’()(O) =1
()éo(l) =0
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+1,00 +0,09

i=0 =1
1 =1
ai(0) o< ag(0)y” =
a1(1) oc ap(0)y¢t = 9.97
a1(0) = 0.09
ai(1) = 0.91
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+1,00 +0,09 +0,57

i=0 i=1 i=2 i=3 i=4 1=3 i=6
1 =2
a(0) oc a1 (0)19° + ay (1) = 0.417
as(1) oc ar(0)yi! + ag (1) = 0.32
as(0) = 0.57

32



+0,09

+0,57

+0,04

33

———rr——-




+0,09

+0,57

+0,04

34

+0,91

———rr——-




+0,09

+0,57

+0,04

35

+0,91

+0,18

———rr——-




+0,09

+0,57

+0,04

36

+0,91

+0,18

———rr——-

+0,93




+1,00 +0,09 +0,57 +0,04

+0,91

+0,18

+0.5
+0,93

3) calcul desp
1 = 6 : Initialisation

5s(0) = 0.5
B6(1) = 0.5 car le trellis n’a pas été terminé.
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+0.25 +0.5
+1,00 +0,09 +0,57 +0,04 +0,91 +0,18 +0,93

1=205

B35(0) o< B(0)75" + Bs(1)73 —57 71
Bs5(1) o< Bs(0 )75 + Bo(1)79 = 177.28
B5(0) = 0.25

B5(1) = 0.75
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+0,09

+0,57

+0,04

39

+0.66
+0,91

+0.25
+0,18

———rr——-

+0.5
+0,93




+0,09

+0,57

+0.52
+0,04

40

+0.66
+0,91

+0.25
+0,18

———rr——-

+0.5
+0,93




+0,09

+0.08
+0,57

+0.52
+0,04

41

+0.66
+0,91

+0.25
+0,18

———rr——-

+0.5
+0,93




+0,37 +0.08 +0.52 +0.66 +0.25 +0.5
+1,00 +0,09 +0,57 +0,04 +0,91 +0,18 +0,93

———rr——-
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4) calcul de L 4pp(z?)

On utilise la relation
APP(zf =a)oc > ay(m/) x u(m',m) x Brpa(m) (27)

m’,m/xf:a
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/D\ +0,37 +0.08 +0.52 +0.66 +0.25 +0.5
+1,00 +0,09 +0,57 +0,04 +0,91 +0,18 +0,93
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i=0 i=1 i=2 i=3 i=4 i=5 i=6

1 =1

APP(z7 = —1) oc a1(0) x 909 x 55(0) 4+ aq (1) x A x Bo(1) = 0.2918
APP(z7 = +1) oc a1(0) X i1 x Bo(1) 4 aq(1) x 41% x B2(0) = 0.0361
LAPP<ZIT19) = —2.04
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+0.52
+0,04

46

+0.66 +0.25
+0,91 +0,18

———rr——-

+0.5
+0,93



47

+0.66 +0.25
+0,91 +0,18

———rr——-

+0.5
+0,93



48

+2.31

+0.66 /D\ +0.25
+0,91 +0,18

———rr——-

+0.5
+0,93



49

+2.31

+0.66 /D\ +0.25
+0,91 +0,18

———rr——-

/U\ +0.5

+0,93



Finalement apres calcul, on obtient les informations agrmst suivantes :
Lipp(x7)|+2.85 -2.04 -261 +4.77 +2.31 +6.54
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EXEMPLE DECODEUR MAX LOG MAP

En pratique, l'utilisation de logarithme de probabilité¢mmet de simplifier les calculs.
1) calcul desIn v

Les métriqgues de branchés~;” se calculent directement a partir des informations
LinT

In %QO =0

Inv," = Linr(z)

In = Linr(x))

Invy!' = Linr(a}) + Linr(a])

On obtient :
In ~;" 0 0 0 0 0 0
In ;" +1.21 -1.00 -2.86 +4.84 +0.90 +5.87
In )" +1.09 -1.07 +3.49 +0.72 +0.77 -1.13
In ;" +2.30 -2.07 +0.63 +556 +1.67 +4.74

De la méme facon, au lieu de calculer test 3 nous calculeronk: « et desln 3
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DECODEUR MAX LOG MAP
e calcul exact et approximatif de o etln 5 :

calcul exact:

o= Q1 + Qo9

Ina =In(ag + as)
— ln(exp<1n 041) -+ eXp(ln ()42))
=Inag(1 +exp(lnag — Inay))

approximation MAX LOG MAP

In v &~ max(In aq, In )

e Méme courbes de contour que I'algorithme somme produit
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-1000

2) calcul desln o

¢ = 0 : initialisation
Inap(0) =0
Inagp(l) = —o0

53



-1000 +2,3

Ina1(0) = In ap(0) + InyY =0
Inai(1) = Inag(0) + Inyit = 2.3
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In o (0) = max(In a1 (0) + In4{%: In a1 (1) + In ;") = max(0;1.3) = 1.3
In as(1) = max(In a1 (0) + Inyih Inag (1) + InAt) = max(—2.07;1.23) = 1.23
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-1000

i=1

+1,3

+1,3
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i=1
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i=1

58




i=1

59




3) calcul desln

1 = 6 : Initialisation

In 55(0) = 0

In Gg(1) = 0 car le trellis n'a pas été terminé.
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=20
In 35(0) = max(In 3g(0) + In 2% In Bs(1) + In 2! = max(0; +4.74) = +4.74
In 35(1) = max(In BGg(0) + In 3% In Bs(1) + In ) = max(5.87; —1.13) = +5.87
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i=1

62




i=1

63




i=1

64




i=1
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4) calcul de L 4pp(z?)

On utilise la relation

Lapp(z?) = max <1n ay(m') +Iny(m',m) +1In @H(m))

m’,m/xf:—i—l

—  max <1n ay(m') +Iny(m',m) + In ﬁt+1(m)> (28)

m’,m/xf:—l
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LAPP<ZU(39) :(hl ()éo(O) + In ’751 + In ﬁ1<1>)
— (ln 040(0) + In ’780 + In ﬁ1<0>)
—(04+23+14.8)— (0+0+13.8) =3.3
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1 =1

Lapp(x?) = max(In o (0) + Inyi' + In Bo(1): Inaq (1) 4+ In 1% 4 In 5(0))
— max(In a1 (0) + In 47" 4 In Ba2(0); In vy (1) + In 4 + In B3o(1))
= max(0 — 2.07 + 15.87;2.3 — 1 + 13.01)
— max(0 4 0+ 13.01; +2.3 — 1.07 + 15.87)
= 14.31 = 17.1 = =2.79
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i=1

69




i=1

70




i=1
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i=1
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Finalement apres calcul, on obtient les informations agr@st suivantes:
Lapp(2?)|+3.3 -279 -279 +502 +2.8 +7.0

Ainsi le décodeur max log MAP donne des valeurs sensibledi#fatentes par rapport
au decodeur MAP. Ces differences proviennent de I'appration max. En pratique on
préfére cependant utiliser le decodeur max log MAP car ilphss facile a mettre en
oeuvre.
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CODE LDPC

e Les codes LPDC (low density parity check codes en anglaisgnintroduits par
Gallager en 1963 et ont eté redécouverts en 1996 par MacKay

e Un code LDPQ N, d,, dr) est un code linéaire binaire défini par sa matrice de parité
H

e Cette matrice est de faible densité c’est-a-dire que le merdb "1" sur chacune
de ses lignes est petit devant la taille du bloc de bits inftions. Chaque ligne de la
matriceH contientd "1" et chaque colonne contiedt "1" et des "0" partout ailleurs.
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e Lorsque toutes les lignes de la matridesont indépendantes, le rendement du code
LDPC estk =1 — ¢

e Le graphe de Tanner associé a ce code est regulier si les m@udsable ont tous
le méme degré. et si les nceuds de controle ont aussi tous le méme degré

e Graphe de Tanner d'un code LDR®, d.., dr) régulier :

Ty

- de

Ty

.

CN ii dT

de

entrelaceur
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exemple Soit le code LDPC (12,3,4) dont le graphe de Tanner est\@asui

(29)

0
1
1
1

)
08)

1 0 0
1
e Le rendement de ce code est égdt a i et la longueur du mot d’'information est
76

K

1
0 0
0 0
0 0 O
I 1
1

1

I 00 0 0 1
1
1

I 00 0 0
1
0

I 00 0 0 O
1
0 0
1

0
I 0 0 O

I 0 0 O

: de est la suivante :
1 0 0 0 1
o 1 0 0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0
1 0 0
1
1 0 0
1
1 0

0O 1 O
0 0
I 0
0 0 O
0 0 O

1
1

7

€ associée ace co
0

La matrice de parit
3.



GIRTH D'UN GRAPHE

e Lorsque le graphe contient des cycles, I'algorithme somrodwpt devient sous op-
timal

=> nous devons eviter les cycles courts

e Girth : longueur du cycle le plus court dans le graphe

HHEFHHEHEBEE

O000000000

e Le girth détermine le nombre d’itération pour qu’un messag@ye par un noeud
soit lui-méme renvoyé a ce noeud

e Le girth est relié a la distance minimale du code
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CONSTRUCTION D'UN CODE LDPC

e Concevoir une matrice de parité avec un girth eleve est unlgmee combinatoire :

e Méthode de recherche exhaustive

e Geometrie finieKou, Lin and Fossorier)

e Steiner or Kirkman triple systemsidckay and Davey, Johnson and Weller, Vasic)

e LDPC Quasi cycligue LDPC basé sur une matrice de permutédbaybnd Kumar)
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QUELQUES PROPRIETES DES LDPC

e La distance minimale moyenne croit seulement logarithemgent aveds< lorsque
d. = 2.
¢ La distance minimale moyenne croit linéairement akelorsqued,. > 2.

e Les codes LDPC irréguliers permettent de s’approcher denigelde Shannon pour
une longueur de mot de code tres grande.
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DECODAGE ITERATIF A DECISIONS DURES

On considere la transmission d’'un mot de code LDPC sur un &8@. Soity,, le bit
recu (0 ou 1) associé au nceud de variable

Définissong:, ;. (c,) le bit transmis du nceud de varialzlgvers le nceud de controle
T,, et soity, . (cy) le bit transmis du nceud de contrdlg vers le nceud de variablg
a l'itération.

Pour chaque branche,, T,,):

e Mise a jour des bitsy, ., (c,) :
ATitération 0, ;) ., (¢n) = Ynm
A l'itération 7 avec: > 0,

Si tous les bits,u%?%%n(cn) = b ouT,,, sont les noeuds de controle relieg,a
exceptérl, ( soitd, — 1 biTtHS) alorsy, . (c,) =b
Sinon,/‘in—ﬂm@n) = Ym

e Mise a jour des bitsy;, .. (c,) :

Hr, —.c,(Cn) €St la somme modulo 2 des bits ;. (c,r) ol ¢, sont les nceuds de
variable reliés d;,, exceptér, ( soitdr — 1 bits)



3, dT:4)

12, d¢e

+H H HHEEEEEF

e On émet le mot de code "00...0".

e Soit le code LDPCHWN

e On a une erreur de transmission

e On appligue I'algorithme A de Gallager :



E e A R A N EE R

e [tération 1



A R S R A IR

e Itération 1 : décodage horizontal



H H HHEHHEFEF

e [tération 1



H H HHEHHEFEF

e |tération 1 : décodage vertical



I S N E R B IR IR

e |[tération 2



N N N R R

e Itération 2 : décodage horizontal



T HHEHEBAHE R

e |[tération 2



T HHEHEBAHE R

e |tération 2 : décodage vertical



DECODAGE ITERATIF A DECISIONS PONDEREES

e On suppose que la taille des mot de code est tres grande.

e Le decodage d'un code LPDC consiste a appliquer I'algo®tdomme-Produit sur
le graphe de Tanner du code.

Ty

—_— C1 i E .
‘ dr

Tyv

==

— CN dr

p(yn/vN) d.

entrelaceur

e Pour des tailles de bloc d’'informatids tres grandes, les messages se propagent sur
un arbre avec une probabilité— O(+).
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e Chaque itération comprend deux phases :
-calcul des messages noceud de variable vers nceud de controéle
-calcul des messages noeud de contrble vers nceud de variable

e Dans les deux phases, chaque message est calculé a pantis tesstmessages entrant
a I'exception du message issu de la branche considerée.

e En I'absence de cycle, le décodage est appliqué sur un arbre :

itération! — 1

itération!
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e On utilise les 2 regles de calcul de l'algorithme Somme Pitodou Minimum
Somme)
-calcul des messages nceud de variable vers nceud de ccpjﬁlﬂ@(e):

dp—1
[—1
o) = > iy )e) + pole) (30)
1=1
Lors de la premiere itération, nous n’avons aucune infaonad priori:
(1) ply/z=+1) 2

phe_sr(c) = po(c) = In ply/z = —1) ~ 527
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A -y
-calcul des messages controle vers varla@)gc (c)

de—1 (1)
Mg)_m(c) — —2tanh™! (H tanh (MCWZA )>> (31)

Finalement, le calcul de I'information a posterigrP P(u) est effectué en sommant les
Informations issues de tous les noeuds de contrble et du canal

APP(x Zum ) + o) (32)
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e Exemple de performance d’'un code LDPC sur canal BBAG

code (4320,3557) dC:17 dT=3

TEB

20 itérations

40 itérations /

Eb/No

e Un grand nombre d'itérations est necessaire pour atteilladoenvergence du deé-
codeur itératif
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CODES PCBC

e Codes linéaires en blocs concatéenés en parallele PCBCllgbaomcatenated block
codes en anglais)

K., colonnes n, K., colonnes

Ky lignes u Ch

n, K, lignes C

e Ly ky bits d’'information
o ky(ng — ky) + (ny — ky)ky bits de parité
e Le rendement du code PCBC &3t = kv kg

kyng+nykg—kykg
e Chaque ligne et colonne correspond a un code en bloc linggtématique
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EXEMPLE CODE PCBC (8, 4)

e Code défini par les 4 équations de parité :

up + ug +c5 =0 T
us + uy +cg =0 15
up +us+cy =0 15
U + Uy + cg = 0 T

La structure de ce code PCBC est la suivante :

U1 U9 Cy
us U4 Ce
Ct Cs
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Le graphe de Tanner associé est le suivant :
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Considérons le mot d’'information binaire suivant :
u = [1001]
Le mot émis est égal a :

X=4+1—-1—-1+14+14+1+1+1]

mot de code binaire

up =1 Uy = Cr, =
u:() Uy = cg = 1
c:l Cc] =

mot émis sur le canal
=41 |xo=—1 |x5=+41
$3:—1 I‘4:-|—1 $6:-|—1
rr =41 Jxg=+1
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Soit la ségquence recue en sortie du canal bruit blanc additi§sien de varianee = 1
y=X+n:

séguence regue

y; = 0.75 [ys = 0.05 [ys = 1.25
y3=0.1 [y, =015 [ys = 1.0
y; = 3.0 |yg = 0.05

Les informations intrinséques sont calculées en utiliarglationL;yr(z;) = 2—%

o

Informations intrinsequeb; yr(x;)

+1.5 +0.1 +2.5
+0.2 +0.3 +2.0
+6.0 +1.0
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A chaque itération on déterminera tout d’abord les inforamestextrinséquess. ., (;)
(décodage horizontal) :

Luxrr(1) = —(Lapri(x2) + Lintr(72)) B Linrr(2s)
Lixrr(z2) = —(Lapri(z1) + Linrr(21)) B Livrr(zs)
Lixrr(zs) = —(Lapri(zs) + Linrr(24)) B Linrr(ze)
Luxrr(rd) = —(Lapri(zs) + Linrr(7a)) B Linrr(a)

puis ensuite les informationsy, . »(x;) (décodage vertical)

Lixrr(z1) = —(Lapri(zs) + Linrr(xs)) B Liyrr(zr)
Lixrr(xs) = —(Lapri(z1) + Linrr(71)) B Linrr(2r)
Lixrr(x2) = —(Lapri(zs) + Linrr(24)) B Linrr(zs)
Lixrr(zi) = —(Lapri(zs) + Linrr(22)) B Liyrr(zs)
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+2.5 +2.0

+6.0 +1.0

e [tération 1
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e [tération 1 :

+2.5 +2.0

+6.0 +1.0

decodage horizontal
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+2.5 +2.0

+6.0 +1.0

e [tération 1
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e [tération 1 :

+2.5 +2.0

+6.0 +1.0

decodage vertical
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Premiere itération

1.5 0.1 -0.1 |-15 0.1 -0.1 1.5 -1.5
0.2 0.3 -0.3 [-0.2 -14 |10 -15 |11
Lintr(z:) Lapri(z;) LY srr(zi) Lapp(z;)

e On utilise la reIationLApp(xZ-) = LAPR]@Z@) + L[NTR(ZUZ'» + L%XTR(ZCZ')
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+2.5 +2.0

+6.0 +1.0

e [tération 2
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e [tération 2 :

+2.5 +2.0

+6.0 +1.0

decodage horizontal
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e [tération 2 :

+2.5 +2.0

+6.0 +1.0

decodage
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Seconde itération:

0.0

-1.6

1.1

-1.0

2.6

-2.5

1.
0.

3}
2

0.1
0.3

-1.3

1.2

-1.5

1.0

-2.6

2.9

Lintr(2:)

Lapri(z;)

LgXTR(CUi)

Lapp(x;)

e Les fiabilités sur les informations a posteridripp(x;) obtenues en fin de seconde
itération sont meilleures.

e Cependant les informations a priori sont de plus en plutges et une troisieme
itération n'apportera pas de gain supplémentaire.

e En pratique, 5 a 6 itérations suffisent pour obtenir des padiaces proches de celles
d’'un décodeur a maximum de vraisemblance.
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CODES PRODUITS

e Les codes produits ont été introduits en 1954 par Elias.

kH colonnes I‘lH - kH colonnes

kV lignes u C,

n, - kV lignes G, C

Figure 1: Code Produit.

Le code ainsi obtenu est un code linéaire en bloc systénedtigu/’ ) avecN = nyny
et K = kyky.
Le rendement global du code produit est egal a :

kvk
nyng
e La distance minimale de ces codes est égale au prdduit dy ou dy et dy sont
respectivement la distance minimale des codes conststugnet C'y,.
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CODES CONVOLUTIFS CONCATENES EN PARALLELE (PCC)

OU TURBO CODES
e Structure du turbo codeur :
| Khits | | Khits [ (WkDKbits ][ (kDK bits |
: > Cor1 | »
— ct
l R=k/n
Entrelaceur E
e R

e Le rendement global du code est égal a :

B 1
ok
e La fonction d’entrelacement modifie I'ordre de sortie desits d’'information.
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Un entrelaceulr de taille K est défini par sa matrice de permutatidbre dimension

K x K

v = ull

aveC u

V —=

= |ug, U, - -

(v, V1, - -

. 7uK—1]
"y vK—l]

Il = {az’j}KxK avec a;; € {O, 1}
Sia;;=1 alors le bitu; est associe au bit;.

3001

250

200~

150

100~

501
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codeur 1 IT0 @ .T1 @ .TQ© .T3

codeur 2 .T @ .T1 @ .TQ@ .T3

0

2 2 2 2

e || est possible d’effectuer une perforation en sortie duecnd

e 2 criteres de construction de I'entrelaceur :

- L'entrelaceur doit permettre d’améliorer la distriburtide poids des codes concaténés
et d'augmenter leurs distances minimales.

- L'entrelaceur doit garantir le meilleur passage de I'mfation extrinseque d’'un de-
codeur a l'autre.

113



e Le role de la terminaison est d’éviter les mots de code déefaibids en ajoutant en
fin de séquence plusieurs bits afin de ramener I'état intarmeidies codeurs convolutifs
a I'état zéro.
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CONSTRUCTION DE 'ENTRELACEUR

e Correlation entre Le et I'information du canal

/

COV[Le-k>, ]|

\/ Var[LeZ(.k )]Var[:p il

e Un entrelaceur optimisant les cycles de paramétest définit comme suit: deux bits
séparés pak bits (X < L —2) dans la séguence d’entreeloivent étre sépares avec
au moinsL — 2 — X bits apres entrelacement.

P k)

i Ly

I
[ o O ©O o|lo o
O O Ol ©O +»|O O O
O O Ol © Ol O K
o Ol o o
o oo o
O O O O Oo|o|Oo +|O
o O O o
o ol O o
\OOOOOOP—‘ OJ
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ETUDE DES PERFORMANCES MOYENNES DES TURBO CODES
e On utilise un entrelaceur uniforme qui associe une séqu#raérée de poids avec
les (%) séquences distinctes de poidschacune avec la méme probabilité- 1/(").

e La fonction IRWEF d’un codeur RSC dont la ségquence d’entrée est terminée et de
longueurkK bits est la suivante :

K
AW, Z)= ) WvASw,Z) avec A%w,Z) Z AS .7

o A . estle nombre de mots de code @edont le poids de la séquence d’entrée est
égal aw et dont le poids de la séquence des bits de redondance est£gal,;, est le
poids minimal des séquences d’entrée.
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e Les coefficients de la fonction d’énumération de poids IRWikdyenneA“r (W, Z)

s'exprime comme suit :
A (w, Z)

K
()

e Pour les codes convolutifs concaténes en parallele, ledjamrelacement est égal a
Kl_wmm_

ACP(w, Z) =

(34)

e Dans le cas des codeurs convolutifs recursifs, comme = 2, le gain d’entrelacement
estégald /K.

e Dans le cas des codeurs convolutifs non récursifs,, = 1, il N’y a aucun gain
d’entrelacement.

117



Comparaison des performances moyennes de codes PCC dmesiidle = 1/3 com-
pose de codes RSC(7,5) (en trait pointillé) et RSC(15,17Xr@t continu) et d’'un en-
trelaceur uniformd< = 100 et K = 1000

TEB
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DECODEUR ITERATIF POUR LES TURBO CODES

e La complexité du calcul exact déP P(u;) dans une structure concaténée croit expo-
nentionellement avec la longueur de la sequence d’infoomat

e L'objectif du décodage itératif est d’exploiter la strucwdu graphe du codeur PCC
composeé d& graphes élémentaires sans cycle pour factoriser la prigbabiposteriori
APP(u; = a) = Priu; = a | y°,y', y?}.

\

CANAL  APP CANAL  APP
DEC1 DEC2

vy

| APRI EXTR —*| ~ —> AP EXTR —
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GRAPHE FACTORISE

Ug U2
erdecar B

code 2 Q . T, @ .5 @ . T, @ . Ty @
© (c (&) (&
N N N N
p(y3 | 23) p(y? | 2) p(y3 | 23) p(y3 | 23)
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DECODAGE ITERATIF DES TURBO CODES
e A chaque itération, 1 <[ < p:

Le décodeur 1 calcule alors les probabilités extrinseduEgd R'") () pour lesk bits
d’'information a partir des observations relatives au pegrmaodeur et des probabilites a
priori APRI'(z7) -

K-1 N-K-1
EXTRW(a} =a)= Y [ APRI'())pyf | 25) ] »ply)|ah)  (35)
xS:p9=q j=0 3'=0
b g
EXTR'(z? = a) est la probabilité extrinséque atPRI'")(z? = a) est la probabilité
a priori sur Ie i-ieéme bit de la séquence d’entréed PRI (z? = a) est obtenue comme

suit :
1/2 Vi pour [ =1

EXTR=Y(z5) pour [>1

1

APRI'(z9) = {
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De la méme fagon, le décodeur 2 calcll& T R?V(z7) :

(4

K-1 N—K-1
EXTRY(xf =a)= Y [[APRPUDp(y; | 2) 1] ply)|2))  (36)
XS::U-S:a j;O jl:O

aveCAPRI*D(x%) = EXTR"W(2?).

Finalement, pour réaliser la décision finale lors de la éeenitération/;, on calcule
APPU) (g% = a)

APPUT (29 = a) o p(y | u;) x APRI* (29 = a) x EXTR*"W (2% =a)  (37)

i =
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e Turbo code de rendemeRty = 1/2 composeé de 2 codes convolutifs REC

RESULTATS DE SIMULATION

et d'un entrelaceur optimisé S-random de dimengioa: 1024.

10
107°5°

10° E

10° E
10° E

107

T I ]

—+— itération 2 |3
- itération 5 |4
—¥— itération 10 |]

—%— jtération 15 ||

123

1+D?
1+D+D?
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e Turbo code de rendemeRt = 1/2 composé de 2 codes convolutifs REC
perforés et d’'un entrelaceur pseudo aléatoire de dimedsien65536.

1

0.1

0.01

TEB

0.001

1e-04

1e-05

1e-06

1e-07 L

e Apres 18 itérations, pour un TEB dé > on aEp/N, = 0.7 dB.

RESULTATS DE SIMULATION

1+ D4

sans codage

. ‘_‘-""-—-_______--‘-—-_
™~
.
“".\,\itération 1 \
AN
itératiori 3 \‘\,
.'1 \\ \\.
Ly \ N
itérationi 3 Y
18 1 4 \itération 3 %,
\ . 3 *
Y itération
Y6
effet de
1 3 4
E./N,

1+D+D?+ D3+ D*

)



o Effet de palier qui apparait ici pour un TEB de I'ordre de® di a la faible distance
minimale des turbo codes.

e L'optimisation de I'entrelaceur permet de réduire cetteffe
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CODEURS CONVOLUTIFS CONCATENES EN SERIE

e La structure du codeur est la suivante :

| (nu/k)K_bits | N :(nl/kl)(nz/kz)K bits |

! p| Codeur 1 c! > Entrel aceur p| Codeur 2 c? >
R =k /n, E R,=k,/n,

e Le code SCC est un code en bigé, K') avecN = (1) K.

e Par exemple en choisissant un cadede rendement 1/2 et un codg de rendement
2/3 on obtiendra un code SCC de rendemBnt= 1/3.
e Comme pour les turbo codes, le décodage est itératif.

e Pas d'effet de pallier mais seuil de déclenchement semsdslemoins bon que pour
les turbo codes.
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APPLICATIONS DES CODES CONCATENES

e Les codes LDPC elRA ont été retenu dans la norme DVB S2.
e Les turbo codes ont été retenu dans les normes DVB-RCS et UMTS

e Les codes produits ont été retenu dans la norme de réseafil $amge bande IEEE
802.16. Les codes constituants sont des codes de parij¢18,15) et (32,31) ainsi que
des codes de Hamming étendu (16,11), (32,26) et (64,57).
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